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Resumen
El presente trabajo se centra en las lluvias atmosfe´ricas extendidas generadas por rayos
co´smicos de alta energı´a. Las lluvias obtenidas mediante simulaciones presentan para la
mayorı´a de los modelos de interacciones a altas energı´as un de´ficit significativo en la com-
ponente muo´nica en comparacio´n con mediciones experimentales. Un camino de abordaje
posible para comprender el defecto que acarrean estos modelos es estudiando de que´ modo se
relacionan para´metros propios de la componente electromagne´tica con para´metros inherentes
a la componente muo´nica ya que ambas componentes proceden de fuentes comunes dentro
de la cascada, principalmante de piones neutros y cargados que a su vez son producidos de
manera conjunta. Con este fin se estudia en este trabajo la componente electromagne´tica de
lluvias atmosfe´ricas extendidas.
Se comenzo´ estudiando modelos que describen la evolucio´n de la componente electromagne´ti-
ca: por un lado, se estudiaron las soluciones analı´ticas en las llamadas ’aproximacio´n A’ y
’aproximacio´n B’ que describen el perfil longitudinal de las cascadas. Estas soluciones fue-
ron desarrolladas principalmente por B. Rossi y K. Greisen. Por otro lado, se estudiaron las
funciones de estructura lateral y angular que fueron perfeccionadas por J. Nishimura y K.
Kamata.
Luego, con el fin de comprender las caracterı´sticas y la variabilidad del comportamiento de
las cascadas, se estudiaron las distribuciones de las partı´culas que alcanzan el nivel del suelo
y el origen de su produccio´n. Para este ana´lisis se recurrio´ a simulaciones individuales reali-
zadas con el programa CORSIKA.
Posteriormente se propuso reconstruir el perfil longitudinal de la componente electromagne´ti-
ca de cascadas simuladas superponiendo las subcascadas electromagne´ticas generadas por el
conjunto de todos los piones neutros que esta´n presentes en el desarrollo de la misma. Este
ana´lisis fue efectuado sobre un conjunto de 1000 simulaciones realizadas con el programa
CONEX y se verifico´ que el modelo se ajusta muy bien con la componente electromagne´ti-
ca obtenida en la simulacio´n una vez teniendo en cuenta el hecho que el programa desvı´a
el conjunto de partı´culas con energı´a menor que una energı´a de corte preestablecida a un
algoritmo que simula la evolucio´n de las partı´culas de baja energı´a.
Palabras clave: RAYOS CO´SMICOS, COMPONENTE ELECTROMAGNE´TICA, MO-
DELOS, SIMULACIONES
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Abstract
The present work focuses on extended air showers generated by high-energy cosmic rays.
It is known that simulated showers exhibit for most high-energy interaction models a sig-
nificantly too low number of muons compared with experimental findings. One possible
approach to this problem is studying the relation between parameters related to the elec-
tromagnetic component and parameters associated with the muonic component since both
components have common sources within the shower, mostly neutral and charged pions that
themselves are produced jointly. This is the main motive for presenting in this work a study
on the electromagnetic component of extended air showers.
Models describing the evolution of the electromagnetic component were studied: the analyt-
ical solutions in the so-called approximations A and B that depict the longitudinal profile of
showers, mainly developed by B. Rossi y K. Greisen, and the lateral and angular structure
functions as improved by J. Nishimura y K. Kamata.
In order to comprehend the characteristics and variabilities of the behavior of showers, a
variety of individual simulations were performed using the program CORSIKA and were
analyzed. This analysis comprised the study of the distributions of the particles at ground
and the origin of their production.
The final purpose was to be able to reconstruct the longitudinal profile of the electromagnetic
component of simulated showers. The procedure used to achieve this was to add up all the
electromagnetic subcascades generated by the neutral pions present along the development
of the shower. This analysis was carried out on a set of 1000 simulations obtained with
the program CONEX. The reconstruction adjusts very well the electromagnetic component
obtained by the corresponding simulation once one takes into account that CONEX extracts
particles whose energy is below a preestablished energy cut and introduces them into an
algorithm used to simulate subcascades generated by particles of low energy.
Keywords: COSMIC RAYS, ELECTROMAGNETIC COMPONENT, MODELS, SIMU-
LATIONS
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Capı´tulo 1
Introduccio´n
1.1. Rayos co´smicos y lluvias atmosfe´ricas extendidas
Hoy sabemos que a la atmo´sfera terrestre llega desde todas las direcciones del firmamen-
to un flujo continuo de partı´culas elementales relativistas: la radiacio´n co´smica. Ma´s formal-
mente, los rayos co´smicos esta´n definidos como partı´culas y nu´cleos cargados estables que
se originan fuera de nuestro sistema solar o en el sol [4]. Esta radiacio´n fue descubierta a
comienzos del siglo XX gracias a estudios realizados por diversos cientı´ficos [5] que inten-
taban explicar un suceso inesperado: se habı´a observado que electroscopios se descargaban
esponta´neamente y la primera explicacio´n fue que esto ocurrı´a debido a la radiactividad na-
tural del suelo terrestre. Con la intencio´n de verificar esta hipo´tesis en 1912 el fı´sico austrı´aco
Victor Hess realizo´ viajes en globos aerosta´ticos hasta una altura de 5 km en los cuales espe-
raba registrar una atenuacio´n del efecto por estar alejando los electroscopios de la fuente de
radiactividad. Se percibio´ que en vez de que la tasa de descarga disminuyera e´sta aumentaba.
Uno y dos an˜os ma´s tarde Werner Kolho¨rster repitio´ el experimento de Hess ascendiendo
hasta una altura de unos 9 km y midio´ niveles de ionizacio´n au´n ma´s altos. Se llego´ a la con-
clusio´n que constantemente esta´ ingresando radiacio´n ionizante a nuestra atmo´sfera desde el
espacio exterior.
El descubrimiento de los rayos co´smicos abrio´ camino a un estudio intensivo de la fı´sica
de partı´culas y hasta los an˜os ’50 representaron la u´nica fuente de partı´culas de energı´a lo
suficientemente alta como para crear nuevas partı´culas mediante interacciones y decaimien-
tos. Se comenzo´ a estudiar tanto estos mecanismos como la diversidad de partı´culas que son
creadas a trave´s de ellos. Con los avances en la tecnologı´a se fueron construyendo acelera-
dores de partı´culas cada vez ma´s potentes que posibilitan estudiar de manera ma´s controlada
las interacciones entre partı´culas. Sin embargo la energı´a hasta la cual estos aceleradores son
capaces de acelerar una partı´cula esta´ varios ordenes de magnitud por debajo de la energı´a
ma´xima observada en rayos co´smicos. Por lo tanto, e´stos continu´an siendo hasta hoy en dı´a la
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u´nica fuente de informacio´n acerca de las interacciones a las ma´s altas energı´as [1]. Adema´s
hay un enigma relacionado con los rayos co´smicos que au´n no esta´ resuelto. Se trata de las
fuentes que los originan y los mecanismos de aceleracio´n que hacen posible la existencia de
rayos co´smicos de tan altas energı´as como las que se han observado [1].
Figura 1.1: Esquema simplificado y resumido de una lluvia atmosfe´rica extendida.
En su recorrido a trave´s de nuestra atmo´sfera, los rayos co´smicos que ingresan a la mis-
ma desde el espacio (a los cuales llamaremos primarios o partı´culas primarias) interactu´an
con los nu´cleos presentes en la misma provocando en una sucesio´n de colisiones una gran
cantidad de partı´culas secundarias. E´stas pueden nuevamente interactuar con partı´culas del
medio o tambie´n pueden producir nuevas partı´culas al decaer. Esta cascada de reacciones
es conocida como cascada o lluvia atmosfe´rica extendida [6]. El feno´meno fue descubierto
por Bruno Rossi en 1934 al realizar estudios con rayos co´smicos con detectores separados
unos de otros. Se percato´ que en los diversos detectores incidı´an partı´culas simulta´neamente.
Dedujo que los acontecimientos simuta´neos se debı´an a un u´nico gran evento, a una lluvia
atmosfe´rica extendida [6]. En la figura 1.1 se puede ver un esbozo simplificado y resumido
de una lluvia atmosfe´rica extendida. Como se puede ver en e´l de manera esquema´tica, en
las cascadas el momento transversal de los secundarios que emergen de las colisiones y los
procesos de dispersio´n provocan que el conjunto de las partı´culas de la cascada se extienda
lateralmente a medida que la cascada avanza en el medio. Tı´picamente una lluvia ocasiona-
da por un primario de alta energı´a puede dejar al nivel del suelo una ’huella’ de unos pocos
kilometros cuadrados.
El espectro de energı´a de los rayos co´smicos se extiende sobre 14 o´rdenes de magnitud,
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desde los 106 eV hasta los 1020 eV y se lo puede apreciar en la figura 1.2 para energı´as supe-
riores a 1011eV [1]. Allı´ esta´ graficado el flujo de rayos co´smicos multiplicado por E2 para
destacar la forma del espectro. Su obtencio´n se basa en la combinacio´n de diversos proyectos
de investigacio´n que tambie´n esta´n listados en la figura. Como se puede observar, la curva
tiene la forma de una ley de potencias que presenta tres atributos distintivos: la rodilla a un
poco ma´s de 1015 eV, el tobillo a unos 3×1018 eV y la supresio´n por encima de los 3×1019
eV. Estas denominaciones pintorescas surgieron por la semejanza del espectro con una pier-
na. El espectro de rayos co´smicos por debajo de la rodilla es regido por una ley de potencias
E−α con ı´ndice espectral α = 2,7. Por encima de la rodilla el ı´ndice espectral es ma´s alto
y vale aproximadamente α = 3. Ma´s alla´ del tobillo y antes de la supresio´n el espectro se
parece de nuevo al que se presenta antes de la rodilla.
Figura 1.2: Espectro diferencial de rayos co´smicos de energı´a por encima de 1011 eV multiplicado por
E2 [1]. Esta´n resaltadas las posiciones de la rodilla y el tobillo y las regiones de energı´a en las cuales se
presentan datos obtenidos mediante mediciones directas o el estudio de lluvias atmosfe´ricas extendidas,
respectivamente. Los diferentes experimentos que aportan datos para esta gra´fica esta´n expuestos en la
esquina superior a la derecha y la energı´a equivalente de laboratorio a la cual se puede acceder en el Large
Hadron Collider esta´ sen˜alada.
Antes de la rodilla el flujo, es decir el nu´mero N(> E) de partı´culas con energı´a ma-
4 Introduccio´n
yor que E,decae en un factor 50 cuando la energı´a se incrementa en un orden de magnitud
mientras que luego de la rodilla el factor vale alrededor de 100. Concretamente, por ejemplo,
el flujo de rayos co´smicos por encima de 1020 eV de energı´a es de aproximadamente una
partı´cula por km2 y milenio. Es por esta disminucio´n drama´tica del flujo a altas energı´as que,
para que sea factible detectar rayos co´smicos de muy alta energı´a con una probabilidad ra-
zonable, se construyeron arreglos de detectores que cubren cientos de kilometros cuadrados
como el Observatorio Pierre Auger.
1.2. Observatorio Pierre Auger
Las lluvias atmosfe´ricas extendidas son uno de los procesos fı´sicos ma´s complejos en
el a´rea de la fı´sica de partı´culas. A pesar de disponer de tecnologı´as avanzadas hoy en dı´a
au´n es imposible recrearlas experimentalmente para estudiarlas y luego sacar conclusiones
acerca de las interacciones fundamentales subyacentes. Por esta razo´n dependemos para su
estudio de instalaciones como el Observatorio Pierre Auger [2]. E´ste es el observatorio de
rayos co´smicos ma´s grande del mundo y se encuentra en una llanura pro´xima a la localidad
de Malargu¨e, en la provincia de Mendoza, a unos 1475 metros sobre el nivel del mar. Este
detector hı´brido comprende un arreglo de 1660 detectores Cherenkov en agua que cubren
una superficie de ma´s de 3000 km2 y se complementan con 27 telescopios de fluorescencia
atmosfe´rica. Se busca explicar los mecanismos de aceleracio´n que permiten la existencia de
partı´culas tan energe´ticas como las que se han detectado, el objeto astrofı´sico y caracterı´sti-
cas del mismo en el cual fueron originadas y de que´ modo se propagan en el medio gala´ctico
e intergala´ctico.
Los detectores Cherenkov detectan la luz Cherenkov emitida por las partı´culas cargadas
relativistas que los atraviesan. Principalmente se trata aquı´ de electrones y positrones y de
la componente muo´nica de las cascadas. Si bien los fotones no son partı´culas cargadas, si
tienen suficiente energı´a son capaces de crear un par electro´n-positro´n en el interior del de-
tector y pueden ser detectados de este modo. Como el arreglo de detectores de superficie se
encuentra sobre una regio´n bidimensional lo que se obtiene es la descripcio´n de una seccio´n
transversal de la cascada. Analizando los tiempos de llegada a los diferentes detectores y la
intensidad de luz medida en ellos es posible reconstruir la geometrı´a de la cascada, es decir
la direccio´n de arribo del primario.
Por otro lado, los detectores de fluorescencia, que esta´n agrupados en 4 sitios rodeando
el arreglo de detectores de superficie, responden a la luz de fluorescencia que generan las
partı´culas de la cascada al excitar los nu´cleos de nitro´geno presentes en la atmo´sfera. Se
puede decir que la atmo´sfera aquı´ cumple la funcio´n de un detector calorime´trico enorme en
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Figura 1.3: El Observatorio Pierre Auger [2], situado en las cercanias de Malargu¨e, Mendoza, Argentina.
Cada punto rojo corresponde a uno de los 1660 detectores de Cherenkov en agua. La distancia entre dos
de ellos es de 1500 metros salvo en una pequen˜a porcio´n del arreglo que es de 750 metros. Se pueden ver
los detectores de fluorescencia y el campo de visio´n de cada uno respectivamente.
el cual la lluvia deposita una parte de su energı´a en forma de luz de fluorescencia. Con esta
informacio´n es posible reconstruir el perfil longitudinal de la cascada a medida que atraviesa
la atmo´sfera. Como la cantidad de energı´a depositada en la atmo´sfera en forma de luz de
fluorescencia es proporcional a la energı´a del primario se dispone ası´ de un me´todo directo
para estimar la energı´a del primario. Adema´s, los datos medidos en detectores de fluorescen-
cia permiten determinar la profundidad a la cual se alcanzo´ el nu´mero ma´ximo de partı´culas,
Xmax, que a su vez representa uno de los indicadores ma´s confiables para determinar de ma-
nera estadı´stica la composicio´n de los rayos co´smicos.
La naturaleza hı´brida del Observatorio Pierre Auger es esencial a la hora de interpretar
eventos de alta energı´a. Una de las ideas detra´s de este me´todo es medir las mismas ca-
racterı´sticas de intere´s de los primarios pero con diferentes me´todos que tienen incertezas
sistema´ticas distintas. Al mismo tiempo cada medicio´n puede proveer informacio´n especı´fi-
ca por si misma. Como describiremos en seguida de forma resumida, el conjunto de los
detectores de superficie y el de los detectores de fluorescencia se complementan al registrar
ambos el mismo evento pero respondiendo a distinto tipo de estı´mulo.
La composicio´n quı´mica de los rayos co´smicos de alta energı´a es una informacio´n clave
a la hora de dilucidar su origen [7, 8]. Nos referimos particularmente a rayos co´smicos de
alta energı´a pues las trayectorias de los de menor energı´a se ven altamente influenciadas por
los campos magne´ticos gala´cticos y extragala´cticos por lo cual se hace imposible determinar
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la direccio´n del objeto astrono´mico en el cual fueron originados.
Un para´metro esta´ndar que se analiza para extraer de datos de medicio´n informacio´n
acerca de la composicio´n es la profundidad atmosfe´rica a la cual el desarrollo longitudinal
de la cascada alcanza el nu´mero ma´ximo de partı´culas, Xmax. La razo´n cualitativa es que,
para una energı´a primaria dada, diferentes nu´cleos que generan cascadas en nuestra atmo´sfe-
ra producen diferentes distribuciones de la profundidad Xmax. Estas fluctuaciones cascada a
cascada se deben a la naturaleza estoca´stica de los procesos de interaccio´n y especialmente
a la posicio´n estoca´stica de la primera interaccio´n. Ma´s precisamente, dado que estas fluc-
tuaciones esta´n presentes, los para´metros ma´s esenciales para estudiar la composicio´n son el
promedio de la profundidad Xmax y su dispersio´n. Se realizaron trabajos para inferir la com-
posicio´n utilizando el promedio y la dispersio´n de Xmax aprovechando que el promedio se
comporta de manera lineal con respecto al logaritmo de la masa ato´mica [7, 8]. Esta clase de
trabajos esta´ sujeta a incertezas ya que las predicciones dependen de diferentes suposiciones
relacionadas con el modelo de interacciones hadro´nicas. Los datos recolectados en el Obser-
vatorio Pierre Auger son particularmente adecuados para este tipo de estudio ya que, como
veremos brevemente en la siguiente seccio´n, este experimento hı´brido es capaz de medir la
profundidad Xmax con una precisio´n sumamente alta.
1.3. La componente electromagne´tica
Es usual agrupar las partı´culas creadas a lo largo de una lluvia atmosfe´rica extendida en 3
componentes: la componente electromagne´tica (EM), que comprende electrones, positrones
y fotones, la componente muo´nica y la componente hadro´nica [6]. En la figura 1.4 esta´ vi-
sualizada una lluvia atmosfe´rica extendida dividida en sus tres componentes.
Como vimos en la seccio´n anterior la componente electromagne´tica cumple un rol suma-
mente importante al momento de interpretar los datos obtenidos en mediciones de eventos en
el Observatorio Pierre Auger. Pero esta no es la u´nica razo´n. Visto de manera ma´s general,
en cascadas que ya esta´n en una etapa de desarrollo avanzada la componente EM es la que
comprende la mayor fraccio´n de partı´culas generadas durante la misma [1]. Esto se puede
observar por ejemplo en la gra´fica 1.5 que corresponde a una simulacio´n que se realizo´ con
un proto´n primario de 1019 eV de energı´a. La gra´fica muestra las distribuciones de los tipos
de partı´culas ma´s representados a nivel del suelo. Como se puede ver, la cantidad de electro-
nes y positrones junto con el nu´mero de fotones representan la mayorı´a de las partı´culas que
alcanzan el nivel del suelo (comprenden aproximadamente un 84% de las partı´culas) sien-
do la cantidad de fotones la ma´s abundante. Ma´s adelante estudiaremos esta gra´fica ma´s en
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Figura 1.4: Esquema de las componentes electromagne´tica, hadro´nica y muo´nica de una lluvia at-
mosfe´rica extendida.
detalle. Por lo tanto los procesos electromagne´ticos son de alta importancia en la evolucio´n
y el estudio de las cascadas generadas por rayos co´smicos. Cabe destacar que en cuanto a la
sen˜al que producen las partı´culas en los detectores de Cherenkov, cerca del eje de la cascada
la sen˜al esta´ dominada por la componente electromagne´tica (EM) pero para detectores cada
vez ma´s alejados del eje de la cascada domina ma´s y ma´s la componente muo´nica.
En cascadas iniciadas por un hadro´n la mayor contribucio´n a la componente EM se la
atribuye a los piones neutros que a su vez surgen de colisiones hadro´nicas [9]. E´stos, casi
inmediatamente despue´s de haber sido creados, decaen a dos fotones:
pi0 −→ γ+ γ.
Estos fotones representan cada uno el comienzo de una subscada EM. La suma de todas estas
subcascadas EM abarca la componente EM. Para el incremento en la cantidad de partı´culas
en estas subcascadas (como tambie´n lo serı´a para una cascada cuyo primario es un electro´n
o un foto´n) los procesos ma´s relevantes son la creacio´n de pares ocasionada por los fotones
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Figura 1.5: Distribuciones de los fotones, electrones y muones que alcanzan el nivel del suelo (e´stas son
las partı´culas ma´s representadas a a ese nivel) para una simulacio´n realizada con CORSIKA e inicializada
con un proto´n de 1019 eV de energı´a. Se puede observar la preponderante proporcio´n que representa la
componente electromagne´tica entre las partı´culas que llegan al suelo.
y la radiacio´n de frenado provocada por los electrones:
γ
A
ZX−→ e++ e−,
e
A
ZX−→ e+ γ.
En las expresiones anteriores AZX representa el nu´cleo (de nu´mero ato´mico A y carga Z) pre-
sente en el medio que hace posible esta interaccio´n. En la segunda expresio´n se puede tratar
indistintamente de un electro´n o de un positro´n.
El decaimiento de muones y otras partı´culas cargadas tambie´n puede desviar energı´a
hacia la componente EM en forma de electrones [4]. Pero estos procesos infunden notable-
mente menos energı´a en ella por lo que no se los tiene en cuenta en modelos analı´ticos que
describen la evolucio´n de la componente EM. Sin embargo, en programas que simulan el
desarrollo de lluvias atmosfe´ricas extendidas estos procesos sı´ son considerados.
A medida que el nu´mero de partı´culas crece tambie´n decrece la energı´a promedio de las
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mismas y a energı´as bajas predomina la disipacio´n de energı´a por ionizacio´n de los constitu-
yentes atmosfe´ricos [10]. Por lo tanto, a partir de un cierto momento el nu´mero de partı´culas
comienza a disminuir.
Vamos a presentar brevemente un modelo sencillo del desarrollo de cascadas electro-
magne´ticas (o sea, de cascadas cuyos primarios fueron un electro´n o un foto´n) que propuso
el fı´sico alema´n Walter Heitler [3] antes de que existieran computadoras con suficiente ca-
pacidad como para realizar simulaciones de lluvias atmosfe´ricas extendidas. En su modelo
describe la cadena de procesos sucesivos recie´n descriptos (Bremsstrahlung y creacio´n de
pares) como un a´rbol binario perfecto, como el que se puede observar en la figura 1.6, en el
que luego de cada etapa las partı´culas interactu´an creando dos partı´culas de igual energı´a.
En este modelo se asume que las secciones eficaces son independientes de la energı´a y se
desprecia la dispersio´n lateral y angular de los secundarios.
Cada etapa representa el avance de las partı´culas en una profundidad d = λr ln2 donde
λr es la longitud de radiacio´n del medio en el que se propagan los secundarios y que de-
finiremos a comienzos del capı´tulo 2. Despue´s de n pasos el nu´mero total de partı´culas es
Nn = 2n. Con el aumento en la cantidad de partı´culas decrece la energı´a promedio de cada
una de ellas. Cuando esta energı´a (que es la misma para electrones y fotones en este modelo
simplificado) alcanza valores menores que ξ ec , que W. Heitler define como la energı´a a la
cual la tasa de pe´rdida de energı´a por ionizacio´n en promedio es igual a la tasa de pe´rdida de
energı´a por Bremsstrahlung y denomina energı´a crı´tica, los procesos multiplicativos dejan
de ocurrir. En este punto la cascada alcanzo´ el nu´mero ma´ximo de partı´culas. En modelos
que desarrollaremos ma´s adelante emplearemos otra definicio´n de energı´a crı´tica que pre-
sentaremos en el momento apropiado.
La cascada alcanza el nu´mero ma´ximo de partı´culas Nmax cuando la energı´a del primario
E0 esta´ distribuı´da entre todas las partı´culas de manera que la energı´a de cada una de ellas es
ξ ec . Por lo tanto E0 = ξ ec Nmax. Hemos llegado a una de las caracterı´sticas ma´s importantes de
las cascadas electromagne´ticas que es que la cantidad ma´xima de partı´culas es proporcional
a la energı´a del primario:
Nmax ∝ E0.
Por otro lado si llamamos nc al nu´mero de pasos necesarios para que las partı´culas tengan
energı´a ξ ec tenemos que Nmax = 2nc . Combinando esta ecuacio´n con la relacio´n que hay entre
Nmax y E0 obtenemos que nc = ln(E0/ξ ec )/ ln2 y ası´ llegamos a otra de las propiedades
esenciales de las lluvias. La profundidad atmosfe´rica a la cual la cascada alcanza el ma´ximo
es
Xmax = ncd = ncλr ln2 = λr ln
(
E0
ξ ec
)
.
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Es decir, la profundidad a la cual se alcanza el ma´ximo es logarı´tmicamente proporcional a
la energı´a del primario.
Es sorprendente que las conclusiones a las que lleva el modelo de W. Heitler, que par-
te de suposiciones tan sencillas, pueden ser verificadas mediante simulaciones de manera
cualitativa. Sin embargo, el nu´mero de partı´culas presentes en el ma´ximo del desarrollo de
la cascada en el modelo supera al que se obtiene en simulaciones por un factor de entre 2
y 3. En los pro´ximos dos capı´tulos desarrollaremos modelos que involucran ma´s procesos
fı´sicos y herramientas analı´ticas ma´s sofisticadas y que cuantitativamente reflejan mejor la
evolucio´n de lluvias atmosfe´ricas extendidas.
Figura 1.6: Esquema simplificado del desarrollo de una cascada electromagne´tica [3]. Las hipo´tesis
de W. Heitler son que luego que la cascada avanzo´ una cierta distancia d los fotones producen un par
electro´n-positro´n y los electrones emiten un foton debido al proceso de Bremsstrahlung y que en estos
procesos la energı´a se divide equitativamente entre sus productos.
Capı´tulo 2
Las ecuaciones de difusio´n
2.1. Procesos elementales
Al atravesar un material una partı´cula cargada pierde energı´a al colisionar con los elec-
trones de los a´tomos del material y expulsa´ndolos o al excitar los a´tomos. Resumimos estos
procesos bajo el nombre de pe´rdida de energı´a por ionizacio´n. Se mostro´ que para partı´culas
cargadas relativistas la tasa de pe´rdida de energı´a por ionizacio´n es casi independiente de su
energı´a [10]. Adema´s la trayectoria de partı´culas cargadas que pasan cerca de un nu´cleo se ve
afectada por el campo de Coulomb del mismo. La partı´cula es deflectada y de este modo des-
acelerada por lo que emite un foto´n. Este proceso de radiacio´n se denomina Bremsstrahlung
y fue demostrado que la pe´rdida de energı´a por medio de este proceso es proporcional a la
energı´a de la partı´cula. Esto significa que para partı´culas cargadas a altas energı´as predomina
la pe´rdida de energı´a por radiacio´n y a bajas energı´as la pe´rdida de energı´a por ionizacio´n se
torna ma´s importante.
El proceso ma´s relevante mediante el cual pierden energı´a los fotones que atraviesan
un medio es la creacio´n de pares. En este proceso el foto´n se convierte en un par electro´n-
positro´n. Notemos que para que este proceso sea cinema´ticamente posible el foto´n debe tener
suficiente enrgı´a (mı´nimamente 2me = 1022 keV) y pasar cerca de un nu´cleo del medio.
2.2. Definiciones y secciones eficaces de los procesos ele-
mentales
Se puede mostrar [11] que la pe´rdida de energı´a de un electro´n por unidad de profundidad
causada por el proceso de Bremsstrahlung es aproximadamente
− dE
dX
= X−10 E (2.1)
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donde E es la energı´a, X es la profundidad y X0 es la denominada longitud de radiacio´n. En
esta expresio´n se reconoce la utilidad de trabajar en te´rminos de profundidad por unidad de
longitud de radiacio´n:
t =
X
X0
.
X y X0 vienen dadas en
g
cm2 por lo que t es un nu´mero. Empleando la profundidad normaliza-
da, la ecuacio´n 2.1 se convierte en dEdt = −E. En aire (composicio´n: N 75.52%, O 23.24%,
Ar 1.3%) la longitud de radiacio´n vale cerca de 37.1 gcm2 o equivalentemente para la atmo´sfe-
ra terrestre 308 m al nivel del mar.
Si adema´s del proceso de radiacio´n se tiene en cuenta la pe´rdida de energı´a por ioni-
zacio´n, recordando que a altas energı´as e´sta es casi independiente de la energı´a, la tasa de
pe´rdida de energı´a de un electro´n toma la forma
dE
dt
=−(E + ε).
Aquı´ ε es la pe´rdida de energı´a por ionizacio´n de un electro´n al atravesar una longitud de
radiacio´n de un material y se denomina energı´a crı´tica. Este para´metro asume valores dife-
rentes para cada material. En particular para el aire vale alrededor de 81 MeV.
Por un lado, si ψ
(
E ′
E
)
dE ′
E es la probabilidad de que un foto´n de energı´a E que atraviesa
un espesor de X0 produzca un par electro´n-positro´n de manera tal que el positro´n se lleve una
fraccio´n entre u y u+du de la energı´a del foto´n, es decir E ′ = uE, entonces [10]
ψ(u) =
(
u2+(1−u)2+
(
2
3
−2b
)
u(1−u)
)
.
El para´metro b u´nicamente depende del nu´mero ato´mico Z del medio que es atravesado:
b =
1
18ln(183Z−
1
3 )
y si el medio es aire vale b∼= 0,012. Por otro lado, siendo ϕ
(
E ′
E
)
dE ′
E la probabilidad de que
un electro´n de energı´a E que atraviesa un espesor de X0 emita un foto´n de energı´a entre E ′ y
E ′+dE ′, donde E ′ = vE, se tiene que [10]
ϕ(v) =
(
1+(1− v)2− (1− v)
(
2
3
−2b
))
1
v
.
En ambos casos se considera que el apantallamiento del campo del nu´cleo por parte de los
electrones externos es total (al final de este capı´tulo definiremos ma´s formalmente el concep-
to de apantallamiento total). Notemos que estas funciones so´lo tienen sentido para valores
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de u y v, respectivamente, entre 0 y 1 por lo que las podemos definir nulas para cualquier
otro valor. Ma´s adelante nos sera´ de utilidad la probabilidad por longitud de radiacio´n de que
ocurra creacio´n de pares:
σ0 =
∫ 1
0
ψ(u)du =
7
9
− b
3
.
En lo que sigue haremos uso de las siguientes expresiones. El espectro diferencial de los
electrones pi(E, t)dE es el nu´mero promedio de electrones y positrones a una profundidad
t que tienen energı´a entre E y E + dE. A veces se escribe pi(E0,E, t)dE para aclarar que la
energı´a de la partı´cula primaria fue E0. De manera equivalente se define el espectro diferen-
cial de los fotones γ(E, t)dE. Tambie´n recurriremos al espectro integral de los electrones
Π(E, t) =
∫ ∞
E pi(E ′, t)dE ′ y al espectro integral de los fotones Γ(E, t) =
∫ ∞
E γ(E ′, t)dE ′.
2.3. Aproximacio´n A
La aproximacio´n A se aplica a energı´as altas comparadas con la energı´a crı´tica del me-
dio atravesado ya que de este modo se puede despreciar el efecto de pe´rdida de energı´a por
ionizacio´n [9, 11]. Adema´s las energı´as deben ser lo suficientemente altas como para poder
aplicar las expresiones de las secciones eficaces que valen en el caso de apantallamiento to-
tal, es decir, las presentadas en la seccio´n anterior. A energı´as altas la dispersio´n debida a
procesos de Compton tambie´n es despreciable por lo que, en definitiva, en la aproximacio´n
A so´lo se consideran los procesos de Bremsstrahlung y creacio´n de pares.
Vamos a comenzar describiendo el modo en que varı´a el nu´mero de electrones en su reco-
rrido a trave´s de una profundidad ∆t. Electrones que tienen energı´a entre E y E+dE pierden
energı´a durante el proceso de Bremsstrahlung y son desplazados a regiones de energı´as me-
nores por lo que el nu´mero de electrones que se debe restar de este intervalo de energı´a
es
pi(E, t)
∫ E
0
ϕ
(
E ′
E
)
dE ′
E
∆t.
Naturalmente tambie´n electrones de energı´as ma´s altas que E sufren pe´rdida de energı´a por
Bremsstrahlung y pueden acabar en el intervalo (E,E +dE). Por lo tanto al valor pi(E, t) se
le debe sumar ∫ ∞
0
pi(E +E ′, t)ϕ
(
E ′
E +E ′
)
dE ′
E +E ′
∆t.
Resumiendo, el cambio neto del nu´mero de electrones por unidad de profundidad (en unida-
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des de longitud de radiacio´n) a causa del efecto de Bremsstrahlung es:
dpi
dt
∣∣∣∣
Brems
=−
∫ ∞
0
[
pi(E, t)ϕ
(
E ′
E
)
−pi(E +E ′, t)ϕ
(
E ′
E +E ′
)
E
E +E ′
]
dE ′
E
=−
∫ 1
0
[
pi(E)− 1
1− vpi
(
E
1− v
)]
ϕ(v)dv =:−A′pi (2.2)
donde A′ es el operador que describe la variacio´n de pi debido al proceso de Bremsstrah-
lung. El segundo te´rmino de la u´ltima igualdad se justifica haciendo el cambio de variables
E ′
E+E ′ = v y notando que esto equivale a E +E
′ = E1−v e implica que
dE ′
E+E ′ =
dv
1−v .
La cantidad de electrones tambie´n se ve afectada por lo que les ocurre a los fotones.
Fotones de energı´as ma´s altas que E pueden producir electrones de energı´as entre E y E+dE
al crear un par electro´n-positro´n. Este nu´mero por unidad de profundidad es
dpi
dt
∣∣∣∣
Par
= 2
∫ ∞
0
γ(E +E ′, t)ψ
(
E
E +E ′
)
dE ′
E +E ′
= 2
∫ 1
0
γ
(
E
u
)
ψ(u)
du
u
=: B′γ (2.3)
donde ahora B′ es el operador que describe la variacio´n de pi debido a la creacio´n de pares
por parte de los fotones. Notemos que aquı´ estamos suponiendo que tanto el electro´n como
el positro´n terminan teniendo la misma energı´a de intere´s.
Continuemos con la descripcio´n de la manera en que se modifica el nu´mero de fotones
durante su pasaje a trave´s de una profundidad ∆t. Un foto´n de energı´a E al producir un
par electro´n-positro´n deja de existir por lo que la cantidad de fotones de esta energı´a se
disminuye en
dγ
dt
∣∣∣∣
Par
= γ(E, t)
∫ E
0
ψ
(
E ′
E
)
dE ′
E
= γ(E, t)
∫ 1
0
ψ(u)du = γ(E, t)σ0 (2.4)
por unidad de profundidad.
Asimismo puede ocurrir que un electro´n de energı´a ma´s alta que E emita un foto´n con
energı´a entre E ′ y E ′+dE ′. Este proceso contribuye en una longitud de radiacio´n con
dγ
dt
∣∣∣∣
Brems
=
∫ ∞
0
pi(E +E ′, t)ϕ
(
E
E +E ′
)
dE ′
E +E ′
=
∫ 1
0
pi
(
E
v
, t
)
ϕ(v)
dv
v
=: C′pi. (2.5)
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Resumiendo las expresiones dadas en 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 obtenemos las ecuaciones de
difusio´n en la aproximacio´n A: 
∂pi
∂ t
=−A′pi+B′γ
∂γ
∂ t
=−σ0γ+C′pi
(2.6)
Recordemos que las soluciones de estas ecuaciones son va´lidas u´nicamente a altas energı´as.
Esto se torna particularmente importante si notamos que no tuvimos en cuenta ningu´n proce-
so que origine disipacio´n de energı´a. Esto significa que en este modelo el nu´mero de partı´cu-
las crece indefinidamente.
2.4. Aproximacio´n B
El pro´ximo paso es extender la aproximacio´n A agregando el efecto de la pe´rdida de
energı´a por ionizacio´n. A esta aproximacio´n en la que se tienen en cuenta los efectos de
Bremsstrahlung, creacio´n de pares e ionizacio´n del medio se la denomina aproximacio´n B
[9, 11]. Los procesos ya descriptos en la seccio´n anterior siguen siendo tratados de la misma
manera. Veremos ahora como implementar el efecto de la pe´rdida de energı´a por ionizacio´n
en el modelo ya desarrollado recordando que este efecto es dominante a energı´as por debajo
de la energı´a crı´tica.
La energı´a que pierden los electrones al ionizar el medio o al colisionar con las partı´culas
del mismo es ε∆t donde ∆t es la profundidad atravesada. Electrones que alcanzan la pro-
fundidad t +∆t con energı´a entre E y E + dE tuvieron a la profundidad t una energı´a entre
E + ε∆t y E +dE + ε∆t. Por lo tanto pi(E, t +∆t) = pi(E + ε∆t, t). Entonces la cantidad de
electrones se ve modificada por el efecto de la ionizacio´n del siguiente modo:
∆pi = pi(E, t+∆t)−pi(E, t) = pi(E + ε∆t, t)−pi(E, t) = ε ∂pi(E, t)
∂E
∆t. (2.7)
Por lo tanto, an˜adiendo el efecto dado en 2.7 al sistema de ecuaciones integro-diferenciales
2.6, las ecuaciones de difusio´n en la aproximacio´n B son:
∂pi
∂ t
=−A′pi+B′γ+ ε ∂pi
∂E
∂γ
∂ t
=−σ0γ+C′pi.
(2.8)
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2.5. Teorı´a tridimensional con la aproximacio´n de Landau
Hasta ahora supusimos que todas las partı´culas secundarias siguen la direccio´n de pro-
pagacio´n del primario. Sin embargo, esto representa una simplificacio´n considerable de la
realidad. Por un lado, en los procesos de creacio´n de pares y de Bremsstrahlung, el a´ngu-
lo de apertura entre las partı´culas generadas durante estos procesos hace que las partı´culas
se desvı´en de la direccio´n de la partı´cula que las origino´. Pero estos a´ngulos de dispersio´n
se consideran en general despreciables frente a las deflecciones que sufren los electrones al
acercarse a los campos de Coulomb de los nu´cleos presentes en el medio. Este u´ltimo efecto
sı´ tiene impacto sobre la estructura de lluvias atmosfe´ricas extendidas [11].
En la figura 2.1a se puede observar la fotografı´a de una seccio´n transversal de una lluvia
detectada por un arreglo de 35 ca´maras de descarga de entre 1 y 2 m2 cada uno que se en-
cuentra en la Universidad de Leeds en Inglaterra. La regio´n que contiene la mayor densidad
de partı´culas corresponde aproximadamente al punto en el que el eje de la cascada atraviesa
el plano detector. Podemos observar que a medida que nos alejamos de este punto la densidad
de partı´culas disminuye y las trazas que las partı´culas dejan en la fotografı´a son ma´s largas,
lo cual indica que la direccio´n de propagacio´n de estas partı´culas esta´ inclinada respecto al
eje de la cascada. Esto a su vez es evidencia de la dispersio´n lateral de las lluvias. Teniendo
en cuenta el taman˜o del arreglo de detectores, se concluye que la expansio´n de la regio´n que
atraviesan los secundarios no es despreciable. Este mismo efecto tambie´n se puede apreciar
en la imagen lateral registrada por una ca´mara de niebla mostrada en la figura 2.1b.
Por lo tanto es evidente que va a ser de utilidad construir una teorı´a tridimensional y lo
haremos a partir de la teorı´a unidimensional ya desarrollada an˜adie´ndole el efecto de la dis-
persio´n de Coulomb. Ahora los espectros que nos interesan dependera´n no so´lo de la energı´a
E y la profundidad t sino tambie´n del a´ngulo que la trayectoria de las partı´culas forman con
respecto al eje de la cascada y de la distancia al mismo.
El eje de la cascada se define como la recta cuya direccio´n coincide con la direccio´n de
propagacio´n del primario antes de interactuar con la atmo´sfera. Como se puede ver en la
figura 2.2, θ es el a´ngulo que forma la recta que corresponde a la direccio´n de propagacio´n
de la partı´cula en estudio con el eje de la cascada, y ϕ es el a´ngulo que forma la proyeccio´n
del vector de propagacio´n de la partı´cula sobre un plano perpendicular al eje de la cascada
con un eje x previamente definido, que u´nicamente cumple la funcio´n de ser un eje de re-
ferencia. Sea ahora pi(E, r¯, θ¯ , t)dEdr¯dθ¯ el nu´mero promedio de electrones de energı´a entre
E y E + dE que se propagan formando un a´ngulo entre θ¯ y θ¯ + dθ¯ con el eje de la cas-
cada y que se encuentran en una posicio´n entre r¯ y r¯+ dr¯ y a profundidad t. Aclaremos
aquı´ que θ¯ = (θ1,θ2) y r¯ = (x,y). De manera equivalente, se define el espectro diferencial
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(a) Fotografı´a de una seccio´n transversal de una lluvia
atmosfe´rica extendida. La imagen que crean las partı´cu-
las al atravesar el arreglo de detectores comprende una
evidencia de la dispersio´n lateral de las cascadas [12].
(b) Imagen lateral de una cascada registrada por una
ca´mara de niebla a 3027 metros de altura [13]. Se esti-
ma que el primario fue un proto´n de 10 GeV de energı´a
y se supone que la primer interaccio´n ocurrio´ en la pri-
mer placa.
Figura 2.1: Experimentos relacionados con la fı´sica de rayos co´smicos que reflejan el efecto de la
extensio´n lateral de las cascadas.
γ(E, r¯, θ¯ , t)dEdr¯dθ¯ de los fotones y de manera ana´loga se adaptan las definiciones de los
espectros integrales de la teorı´a unidimensional.
Consideremos ahora las variaciones lateral y angular de los electrones al ser deflectados
por los campos de Coulomb de los nu´cleos del medio. Sea σ(θ¯)dθ¯ la probabilidad de que
un electro´n sea dispersado un a´ngulo entre θ¯ y (θ¯ + dθ¯) de su direccio´n original al haber
atravesado una unidad de profundidad. Cuando la cascada avanza de una profundidad t a una
profundidad (t +dt), a causa de la dispersio´n de Coulomb una cierta cantidad de electrones
pasan de formar cualquier a´ngulo a formar un a´ngulo θ¯ mientras que los que originalmente
formaban un a´ngulo θ¯ van a cambiar de direccio´n. La descripcio´n de este efecto sobre el
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Figura 2.2: Esquema que muestra de que´ manera se definen los a´ngulos θ y ϕ y las coordenadas x e y
en relacio´n con el eje de la cascada.
nu´mero de electrones viene dada por:
dpi
dt
∣∣∣∣
Coulomb
=
∫
σ(θ¯ − θ¯ ′)pi(θ¯ ′, t)dθ¯ ′−
∫
σ(θ¯ ′)dθ¯ ′ pi(θ¯ , t) =: σ ′pi. (2.9)
Aquı´ las integrales recorren todos los a´ngulos posibles.
Adema´s, ahora que estamos considerando que los electrones pueden ser deflectados, tam-
bie´n los fotones generados por ellos van a propagarse en direcciones diferentes a la del eje de
la cascada. Asimismo, a medida que todos ellos (tanto fotones como electrones) se propagan
a trave´s del medio, sufren desplazamientos laterales por el so´lo hecho de estar propaga´ndo-
se en una direccio´n diferente a la del primario. Un electro´n o un foto´n que se halla en una
posicio´n entre r¯ y (r¯+ dr¯) que se propaga formando un a´ngulo entre θ¯ y (θ¯ + dθ¯) con el
eje de la lluvia y atraviesa una profundidad dt experimenta un desplazamiento lateral θ¯dt
(pues suponemos que se trata de a´ngulos pequen˜os). Esto implica que una partı´cula que se
encuentra a una profundidad t en una posicio´n entre r¯ y (r¯+dr¯) pasa a estar en una posicio´n
entre (r¯+ θ¯dt) y (r¯+ dr¯+ θ¯dt) en la profundidad (t + dt). Tambie´n se puede escribir en
particular para los electrones que
pi(E, r¯, θ¯ , t+dt) = pi(E, r¯− θ¯dt, θ¯ , t) = pi(E, r¯, θ¯ , t)− θ¯dt · ∂pi(E, r¯, θ¯ , t)
∂ r¯
.
Por lo tanto el cambio en el nu´mero de electrones a causa del desplazamiento viene dado por
∂pi
∂ t
=−θ¯ · ∂pi
∂ r¯
. (2.10)
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Para los fotones tendremos siguiendo los pasos de manera ana´loga
∂γ
∂ t
=−θ¯ · ∂γ
∂ r¯
(2.11)
Por ende, combinando la teorı´a unidimensional con las expresiones obtenidas en 2.9,
2.10 y 2.11, se llega a que las ecuaciones de difusio´n en la teorı´a tridimensional son
∂pi
∂ t
+ θ¯
∂pi
∂ r¯
=−A′pi+B′γ+σ ′pi+ ε ∂pi
∂E
∂γ
∂ t
+ θ¯
∂ γ
∂ r¯
=−σ0γ+C′pi.
Combinando los trabajos realizados principalmente por B. Rossi y K. Greisen [10] se puede
simplificar un poco el te´rmino σ ′pi:
σ ′pi =
∫
σ(θ¯ −α)pi(α)dα−
∫
σ(θ¯ ′)dθ¯ ′ pi(θ¯)
=
∫
σ(−θ¯ ′)pi(θ¯ + θ¯ ′)dθ¯ ′−
∫
σ(θ¯ ′)dθ¯ ′ pi(θ¯)
=
∫
σ(θ¯ ′)pi(θ¯ + θ¯ ′)dθ¯ ′−
∫
σ(θ¯ ′)dθ¯ ′ pi(θ¯)
En la u´ltima igualdad hicimos uso del hecho que la probabilidad de dispersio´n es una funcio´n
sime´trica con respecto al eje de la cascada. Desarrollando pi(θ¯ + θ¯ ′) en una serie de Taylor
sobre θ¯ ′ obtenemos:
σ ′pi =
∫ pi(θ¯)+ θ¯ ′ ·∇θ¯pi(θ¯)+ 12! (θ ′21 θ ′22 ) ·
∂ 2pi(θ¯)∂θ21
∂ 2pi(θ¯)
∂θ22
+ ...
σ(θ¯ ′)dθ¯ ′−∫ pi(θ¯)σ(θ¯ ′)dθ¯ ′.
(2.12)
El primer y el u´ltimo te´rmino se cancelan. El segundo te´rmino tambie´n es 0 ya que se esta´ in-
tegrando sobre todos los a´ngulos y la distribucio´n σ es sime´trica. El u´nico te´rmino que pre-
valece es el tercero y se lo puede aproximar de la siguiente manera.
B. Rossi y K. Greisen desarrollaron, asumiendo una distribucio´n de carga puntual, una
expresio´n para la probabilidad σ [10]:
σ(θ¯)dθ¯ =
1
4pi ln
(
181 Z−
1
3
) (Es
E
)2 dθ¯
θ¯ 4
(2.13)
donde Z es el nu´mero ato´mico del medio y Es es la denominada energı´a de apantallamiento.
A muy bajas energı´as de la partı´cula que se propaga por el medio el apantallamiento no es
eficaz y puede ser despreciado pero a energı´as ma´s altas e´ste se torna ma´s y ma´s eficiente
(apantallamiento parcial). Se considera que el apantallamiento es total cuando la energı´a de
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la partı´cula sobrepasa el valor de Es que formalmente esta´ definido como
Es =
mec2
αZ−
1
3
donde α es la constante de estructura fina [6]. Si el medio atravesado es aire Es vale apro-
ximadamente 21 MeV. Segu´n E. J. Williams [14] el apantallamiento se manifiesta especial-
mente dentro de un cierto rango de a´ngulos que no son ni demasiado grandes ni demasiado
pequen˜os:
σ(θ¯)dθ¯ =

0 si θ < θmin
expresio´n dada en (2,13) si θmin < θ < θmax
0 si θmax < θ
donde los valores concretos obtenidos para los lı´mites son θmin =λ¯/a y θmax =λ¯/d, 2piλ¯ es
la longitud de onda de de Broglie del electro´n incidente, d es el radio de la distribucio´n de
carga del nu´cleo y a es el radio de Bohr del a´tomo. Con esta informacio´n se puede reescribir
el tercer te´rmino. Como las derivadas segundas no dependen de θ¯ ′ pueden salir de la integral
y so´lo queda reformular la expresio´n
∫
θ ′ 2i σ(θ¯ ′)dθ¯ ′:
∫
θ ′ 2i σ(θ¯
′)dθ¯ ′=
∫ θmax
θmin
θ ′ 2i σ(θ
′
i )2piθ
′
i dθ
′
i =
1
2
1
ln
(
181 Z−
1
3
) (Es
E
)2
ln
(
θmax
θmin
)
=
1
2
(
Es
E
)2
.
En la primer igualdad se hace uso de un argumento meramente geome´trico y en la u´ltima
igualdad se emplea la aproximacio´n ln(θmax/θmin) ≈ ln(181 Z− 13 ) propuesta por E. J. Wi-
lliams.
De este modo se obtiene el sistema:
(
∂
∂ t
+ θ¯
∂
∂ r¯
)
pi =−A′pi+B′γ+ E
2
s
4E2
(
∂ 2
∂θ 21
+
∂ 2
∂θ 22
)
pi+ ε
∂pi
∂E(
∂
∂ t
+ θ¯
∂
∂ r¯
)
γ =C′pi−σ0γ.
(2.14)
La aproximacio´n realizada al expandir en serie de Taylor (la expresio´n dada en 2.14) se
denomina aproximacio´n de Landau. Nosotros nos vamos a centrar en obtener las soluciones
en esta aproximacio´n, si bien tambie´n hay trabajos desarrollados para obtener soluciones
evitando la aproximacio´n de Landau.
Capı´tulo 3
Desarrollo de la componente
electromagne´tica de lluvias atmosfe´ricas
extendidas
3.1. Desarrollo longitudinal
3.1.1. Soluciones elementales
Como las expresiones de las secciones eficaces que presentamos en el capı´tulo anterior
dependen de la fraccio´n entre la energı´a inicial y la final involucradas en el proceso en cues-
tio´n intuimos que la cascada esta´ representada por funciones que dependen de E0/E y por
supuesto tambie´n de la profundidad t. Fueron propuestas soluciones de la forma [11]:
pi(E, t)dE = a
(
E0
E
)s dE
E
e−µt
γ(E, t)dE = b
(
E0
E
)s dE
E
e−µt .
Reemplazando estas soluciones en el sistema (2.6) que corresponde a la aproximacio´n A
obtenemos que 
µ = A(s)− b
a
B(s)
b
a
µ =
b
a
σ0−C(s)
(3.1)
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donde
A(s) =
∫ 1
0
(1− (1− v)s)ϕ(v)dv,
B(s) = 2
∫ 1
0
usψ(u)du,
C(s) =
∫ 1
0
usϕ(u)du.
Como deseamos que el sistema (3.1) tenga solucio´n el determinante de la matriz que lo
representa debera´ ser 0. De aquı´ obtenemos que
µ2+µ(−A−σ0)+(Aσ0−BC) = 0.
O, lo que es equivalente, obtenemos que
[µ+λ1(s)][µ+λ2(s)] = 0
donde
λ1(s) =−A(s)+σ02 +
1
2
[(A(s)−σo)2+4B(s)C(s)] 12 (3.2)
λ2(s) =−A(s)+σ02 −
1
2
[(A(s)−σo)2+4B(s)C(s)] 12 . (3.3)
Si µ = −λ1(s) la segunda ecuacio´n de (3.1) da la relacio´n ba = C(s)σ0+λ1(s) mientras que si
µ =−λ2(s) la relacio´n que se obtiene es ba = C(s)σ0+λ2(s) . Por lo tanto las soluciones elementales
toman la forma: 
pi(E, t)dE = a
Es0dE
Es+1
eλi(s)t
γ(E, t)dE =
aC(s)
σ0+λi(s)
Es0dE
Es+1
eλi(s)t
(3.4)
donde i = 1,2.
Notemos que λ2(s) es negativo para todo valor de s y que su valor absoluto es siempre
mayor que σ0. Esto implica que 1σ0+λ2(s) es menor que 0 para todo valor de s. Por lo tanto la
solucio´n γ(E, t) para i = 2 no puede aparecer sola. Esta solucio´n u´nicamente es posible en
combinacio´n con la solucio´n pi(E, t) para i = 2.
Adema´s esta´ claro que el factor λ1(s) en la exponencial de las soluciones determina el
comportamiento general de la cascada en funcio´n de la profundidad t. Se puede verificar que
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Figura 3.1: Significado fı´sico de la edad s.
λ1(s) es positiva para s< 1, vale 0 en s= 1 y es negativa para s> 1. Esto se puede interpretar
como que para valores de s tal que s< 1 la cascada esta´ en una etapa de crecimiento, en s= 1
alcanza su ma´ximo y para s > 1 la cascada disminuye continuamente en taman˜o. La figura
3.1 acompan˜a este razonamiento. Para s > 2 se puede decir que la cascada es completamente
absorbida por el medio. Por esta razo´n al para´metro s se lo denomina edad de la cascada.
3.1.2. Soluciones analı´ticas en la aproximacio´n A
Las soluciones elementales por si solas no son demasiado u´tiles ya que lo que interesa
son cascadas generadas por, por ejemplo, un u´nico electro´n. Las condiciones iniciales en este
caso serı´an {
pi(E,0) = δ (E−E0)
γ(E,0) = 0.
(3.5)
Estas condiciones iniciales no pueden ser satisfechas por las soluciones elementales. Pero si
se las combina del siguiente modo se pueden obtener las soluciones analı´ticas en la aproxi-
macio´n A [11]: 
pi(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
1
Es+1
(
a1eλ1t +a2eλ2t
)
γ(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
1
Es+1
(
a1C
σ0+λ1
eλ1t +
a2C
σ0+λ2
eλ2t
)
.
(3.6)
Aquı´ a1 y a2 ahora son funciones de s a determinar para condiciones iniciales dadas.
Continuemos con el ejemplo de un electro´n como partı´cula inicial. Si se le aplica la
transformada de Mellin (ver ape´ndice A) a las condiciones iniciales dadas en (3.5) se obtiene
que: {
Mpi(s, t = 0) = Es0
Mγ(s, t = 0) = 0
24 Desarrollo de la componente electromagne´tica
Ahora tomando la transformada de Mellin inversa llegamos a que pi(E,0) =
1
2pii
∫
C
ds
(
E0
E
)s 1
E
γ(E,0) = 0
(3.7)
Comparando las ecuaciones (3.6) y (3.7) vemos que los coeficientes a1(s) y a2(s) quedan
completamente determinados:
a1(s)+a2(s) = Es0,
a1C
σ0+λ1
+
a2C
σ0+λ2
= 0.
Si definimos funciones H1 y H2 como
H1(s) =
σ0+λ1(s)
λ1(s)−λ2(s) , H2(s) =−
σ0+λ2(s)
λ1(s)−λ2(s)
resultan ser
a1(s) = H1(s)Es0, a2(s) = H2(s)E
s
0
por lo que podemos escribir el espectro diferencial de los electrones y el del foto´n de la
siguiente manera:
pi(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
Es0
Es+1
(
H1(s)eλ1(s)t +H2(s)eλ2(s)t
)
γ(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
Es0
Es+1
L(s)
s
1
2
(
eλ1(s)t− eλ2(s)t
)
donde
L(s) =
s
1
2C(s)
λ1(s)−λ2(s) .
Los espectros integrales correspondientes son:
Π(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
s
(
E0
E
)s(
H1(s)eλ1(s)t +H2(s)eλ2(s)t
)
Γ(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
s
3
2
(
E0
E
)s
L(s)
(
eλ1(s)t− eλ2(s)t
)
.
(3.8)
Si, en cambio, las condiciones iniciales son las correspondientes a un foto´n primario{
pi(E,0) = 0
γ(E,0) = δ (E−E0)
(3.9)
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llegamos con el mismo mecanismo que usamos anteriormente a que
a1(s)+a2(s) = 0,
a1C
σ0+λ1
+
a2C
σ0+λ2
= Es0.
Con las mismas definiciones para las funciones H1 y H2 esta vez los coeficientes toman la
forma
a1(s) =
σ0+λ1(s)
C(s)
H2(s)Es0, a2(s) =−a1(s).
En este caso el espectro diferencial de los electrones y el de los fotones toman otra forma:
pi(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
Es0
Es+1
M(s)s
1
2
(
eλ1(s)t− eλ2(s)t
)
γ(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
Es0
Es+1
(
H2(s)eλ1(s)t +H1(s)eλ2(s)t
)
donde M(s)s
1
2 = B(s)λ1(s)−λ2(s) . Para obtener esta expresio´n resumida de M(s) hicimos uso de
las definiciones de las funciones λ1 y λ2 dadas en 3.2. Los espectros integrales en este caso
son 
Π(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
(
E0
E
)s
M(s)s−
1
2
(
eλ1(s)t− eλ2(s)t
)
Γ(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
s
(
E0
E
)s(
H2(s)eλ1(s)t +H1(s)eλ2(s)t
)
.
Para ahora estar en condiciones de graficar los espectros diferenciales e integrales es in-
dispensable calcular las integrales complejas que los representan. Para ello haremos uso del
me´todo del punto de ensilladura descripto en el ape´ndice B y lo aplicaremos para presen-
tar los pasos necesarios para obtener el espectro integral de los fotones escogiendo como
partı´cula inicial un electro´n (ver ecuacio´n 3.8). Si reescribimos e´ste obtenemos
Γ(E, t)≈ 1
2pii
∫
C
ds L(s)eλ1(s)t+s ln
(
E0
E
)
− 32 ln(s).
Aquı´ despreciamos el te´rmino que involucra λ2(s) ya que λ2(s)< λ1(s) para todo valor de s.
Como L(s) varı´a poco como funcio´n de s podemos aplicar el me´todo del punto de ensilladura
a la funcio´n en el exponente:
Γ(E, t)≈ L(s¯)s¯− 32
(
E0
E
)s¯
eλ1(s¯)t
1√
2pi
1√
λ ′′1 (s¯)t+
2
3
1
s¯2
(3.10)
donde s¯ viene dado por la ecuacio´n
λ ′1(s¯)t+ ln
(
E0
E
)
− 3
2
1
s¯
= 0 (3.11)
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y λ ′i (s) =
dλi(s)
ds y λ
′′
i (s) =
d2λi(s)
ds2 . Por lo tanto se puede graficar el espectro fijando un valor
de E0/E de intere´s. Luego para diversos valores fijos de la profundidad t se calcula el valor
de s¯ correspondiente recurriendo a la ecuacio´n (3.11). Posteriormente se inserta este valor de
s¯ en la ecuacio´n (3.10). De este modo se obtiene el valor de Γ(E, t) para este valor de t. Se
repite este paso para tantos valores de t como sea necesario para obtener una gra´fica. En la
figura 3.2 se pueden apreciar los espectros integrales de los electrones para diversos valores
de E0/E. Su ca´lculo es ana´logo al que acabamos de describir. Allı´ se puede observar que
los espectros alcanzan un ma´ximo que se va corriendo a profundidades ma´s avanzadas para
razones ma´s grandes entre E0 y E. Calculemos ahora la profundidad a la cual se alcanza este
ma´ximo retornando al caso del espectro integral de los fotones.
Figura 3.2: Espectros integrales de los electrones en la aproximacio´n A para razones E0E entre 102 y 106.
Sean T la profundidad a la cual la lluvia alcanza el ma´ximo de su desarrollo y s¯ la edad
correspondiente. Entonces, como s¯ es una funcio´n de t tenemos que en este punto por la regla
de la cadena
∂Γ
∂ s¯
∂ s¯
∂ t
+
∂Γ
∂ t
= 0.
Ya que L(s)/
√
λ ′′1 (s)t+
2
3
1
s2 varı´a poco como funcio´n de s la vamos a tomar aproximada-
mente constante y entonces podemos aproximar esta ecuacio´n y obtener
∂ s¯
∂ t
(
ln
(
E0
E
)
+λ ′1(s¯)t−
3
2
s¯−
5
2
)
+λ1(s¯)≈ 0.
Utilizando la ecuacio´n (3.11) podemos simplificar y obtener que
∂ s¯
∂ t
3
2
(
1
s¯
− 1
s¯
5
2
)
+λ1(s¯)≈ 0.
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El valor de s¯ = 1 satisface la ecuacio´n. Usando que λ ′(1)≈−1 y recurriendo nuevamente a
la ecuacio´n (3.11) obtenemos que la profundidad a la cual se alcanza el ma´ximo es
T = ln
(
E0
E
)
− 3
2
.
Naturalmente el nu´mero ma´ximo de partı´culas es
Γ(E,T )≈ 0,4251
(
E0
E
)
1√
2pi
1√
1,653T + 23
ya que λ1(1) = 0, λ ′′1 (1) = 1,653 y L(1) = 0,4251. Hemos llegado nuevamente a la propie-
dad que presentamos en la introduccio´n que la cantidad ma´xima de partı´culas es proporcional
a la energı´a del primario:
Γ(E,T ) ∝ E0.
Imitando este mecanismo tambie´n se pueden obtener las gra´ficas, los valores de las pro-
fundidades T y de las cantidades ma´ximas de partı´culas para los dema´s espectros. En todos
los casos se podra´ ver que el nu´mero ma´ximo de partı´culas es proporcional a la energı´a del
primario.
3.1.3. Soluciones analı´ticas en la aproximacio´n B
En la aproximacio´n B el te´rmino correspondiente al efecto de la ionizacio´n ε ∂pi∂E no de-
pende de la fraccio´n E0/E como los dema´s te´rminos por lo que no es posible utilizar las
soluciones elementales estudiadas anteriormente. Como alternativa fue propuesta exitosa-
mente una solucio´n en forma de una serie de potencias en εE [11]:
pi(E, t) =
1
2pii
∫
C
ds
(
E0
E
)s 1
E
∞
∑
n=0
(
− ε
E
)n
φn(s, t). (3.12)
Vamos a concentrarnos en esta seccio´n en el espectro diferencial pi pero de manera muy
similar se pueden obtener los dema´s espectros. Como se vera´ ma´s adelante para llegar a una
solucio´n concreta hay que proponer una funcio´n φ0 de la cual partir. Para el caso del espectro
pi fue propuesto
φ0(s, t) = H1(s)eλ1(s)t +H2(s)eλ2(s)t
de modo que el primer te´rmino de la serie concuerde con la solucio´n en la aproximacio´n A.
Para los dema´s espectros en este momento habrı´a que tomar φ0 de manera tal que sea igual a
la solucio´n correspondiente en la aproximacio´n A.
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Recordemos que el problema a resolver es
∂pi
∂ t
=−A′pi+B′γ+ ε ∂pi
∂E
∂γ
∂ t
=−σ0γ+C′pi.
Aplica´ndole a la primera de las ecuaciones el operador ( ∂∂ t +σ0) y haciendo uso de la se-
gunda de las ecuaciones se obtiene que(
∂ 2
∂ t2
+(A′+σ0)
∂
∂ t
+(A′σ0−B′C′)
)
pi =
(
∂
∂ t
+σ0
)
ε
∂pi
∂E
.
Llamemos a la memoria que A′, B′ y C′ son operadores sobre las funciones que describen la
cascada. Insertando aquı´ la solucio´n propuesta en (3.12) se obtiene la relacio´n de recurrencia
que deben satisfacer las funciones φn que cumplen el rol de coeficientes:
(
∂ 2
∂ t2
+(A(s+n)+σ0)
∂
∂ t
+(A(s+n)σ0−B(s+n)C(s+n))
)
φn(s, t)
= (s+n)
(
∂
∂ t
+σ0
)
φn−1(s, t)(
∂ 2
∂ t2
+(A(s)+σ0)
∂
∂ t
+(A(s)σ0−B(s)C(s))
)
φ0(s, t) = 0
Aquı´ vuelven a aparecer A, B y C que son las mismas funciones en s que fueron definidas
al plantear las soluciones elementales. Dejemos la resolucio´n de este sistema para ma´s ade-
lante y terminemos por ahora de escribir la solucio´n del problema en la aproximacio´n B en
funcio´n de las φn.
La serie ∑∞n=0
(− εE )nφn(s, t) no sera´ convergente para cualquier valor de E y cualquier
valor de t. Hay un cierto dominio de convergencia fuera del cual no se puede evaluar pi(E, t).
Para poder hacerlo de todos modos se va a extender analı´ticamente esta serie, es decir, se la
reescribe de una forma que tenga un dominio lo ma´s grande posible. Esto se logra recurriendo
al teorema de los residuos y recordando que si n ∈ N0 entonces −n es un polo de la funcio´n
gamma con residuo (−1)
n
n! :
∞
∑
n=0
(
− ε
E
)n
φn(s, t) =
1
2pii
∫
C
dq Γ(−q)
( ε
E
)q
q! φq(s, t)
=
1
2pii
∫
C
dq Γ(−q)
( ε
E
)q
M (s,q, t) (3.13)
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donde
M (s,n, t) = n! φn(s, t)
y el camino de integracio´n C es paralelo al eje imaginario y pasa entre -1 y 0 muy cerca de
0 (en un instante estara´ claro porque). Finalmente los espectros diferencial e integral de los
electrones resultan ser:
pi(E, t) =− 1
4pi2
∫ ∫
ds dq
(
E0
E
)s 1
E
( ε
E
)q
Γ(−q)M (s,q, t)
Π(E, t) =− 1
4pi2
∫ ∫ ds dq
s+q
(
E0
E
)s( ε
E
)q
Γ(−q)M (s,q, t)
Incluso se puede calcular ahora el nu´mero total de electrones a una determinada profundidad
t:
Π(0, t) =
1
2pii
∫
ds
(
E0
ε
)s
Γ(s)M (s,−s, t).
Hay que hacer un par de aclaraciones aquı´. Se obtiene este resultado tomando el lı´mite de E
tendiendo a 0 en la solucio´n del espectro integral y tomando el polo q =−s. Aquı´ se nota la
necesidad de tomar el eje de integracio´n C lo suficientemente cerca de 0 como para dejar a
su izquierda al valor −s. Tambie´n hay que tener cuidado que para la profundidad t = 0 esto
no se puede lograr por lo que si quisie´ramos calcular Π(0,0) tendrı´amos que tomar de nuevo
un lı´mite. Pero como en realidad nos interesa estudiar situaciones en las que hay una u´nica
partı´cula inicial esto pierde importancia.
Reemplazando la definicio´n deM (s,n, t) = n! φn(s, t) en (3.13) se obtienen las ecuacio-
nes de recurrencia que satisfacen:
(
∂
∂ t
−λ1(s+q)
)(
∂
∂ t
−λ2(s+q)
)
M (s,q, t) = (s+q)q
(
∂
∂ t
+σ0
)
M (s,q−1, t)
M (s,0, t) = φ0(s, t) = H1(s)eλ1(s)t +H2(s)eλ2(s)t
(3.14)
Multiplicando la relacio´n de recurrencia dada en (3.14) paraM (s,q, t) por el operador
1(
∂
∂ t −λ1(s+q)
)(
∂
∂ t −λ2(s+q)
)
se obtiene
M (s,q, t) = (s+q)q
 H1(s+q)(
∂
∂ t −λ1(s+q)
) + H2(s+q)(
∂
∂ t −λ2(s+q)
)
M (s,q−1, t). (3.15)
Examinemos ahora como actu´a un operador del tipo 1/
(
∂
∂ t −a
)
donde a no depende de t
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sobre una funcio´n cualquiera G(t):
1
∂
∂ t −a
G(t) = F(t)⇔ G(t) =
(
∂
∂ t
−a
)
F(t)
⇔ e−atG(t) = ∂
∂ t
(
e−atF(t)
)⇔ eat 1∂
∂ t
(
e−atG(t)
)
= F(t).
Por lo tanto
1
∂
∂ t −a
G(t) = eat
1
∂
∂ t
(
e−atG(t)
)
.
Se puede seguir desarrollando esta expresio´n y se obtiene que
1
∂
∂ t −a
G(t) = eat
∫ t
0
e−auG(u)du =
∫ t
0
ea(t−u)G(u)du =
∫ t
0
eat
′
G(t− t ′)dt ′.
Ahora se esta´ en condiciones de reescribir la ecuacio´n (3.15):
M (s,q, t) = (s+q)q
∫ t
0
(
H1(s+q)eλ1(s+q)t
′
+H2(s+q)eλ2(s+q)t
′)
M (s,q−1, t− t ′)dt ′.
Dado que la funcio´nM (s,0, t) es conocida, se puede ahora obtenerM (s,1, t), luegoM (s,2, t)
y ası´ sucesivamente. Usando el me´todo de induccio´n se deduce queM (s,n, t) es una com-
binacio´n lineal de eλ1(s)t , eλ1(s+1)t , ..., eλ1(s+n)t , eλ2(s)t , eλ2(s+1)t , ..., eλ2(s+n)t en la cual toda
la dependencia de t esta´ en estos factores, es decir, los coeficientes so´lo dependen de s y q:
M (s,q, t) =
n
∑
i=0
M1,i(s,q)eλ1(s+i)t +M2,i(s,q)eλ2(s+i)t .
Por supuesto vale queM1,0(s,0) = H1(s) yM2,0(s,0) = H2(s).
Reescribiendo un poco el espectro diferencial se llega a que:
pi(E, t)=−
n
∑
i=0
1
4pi2
∫ ∫
ds dq
(
E0
E
)s 1
E
( ε
E
)q
Γ(−q)
(
M1,i(s,q)eλ1(s+i)t +M2,i(s,q)eλ2(s+i)t
)
.
Haciendo ahora el cambio de variables s+ i = s∗, q− i = q∗ se obtiene:
pi(E, t) =−
n
∑
i=0
1
4pi2
(
ε
E0
)i ∫ ∫
ds∗ dq∗
(
E0
E
)s∗ 1
E
( ε
E
)q∗
Γ(−q∗− i)×
×
(
M1,i(s∗− i,q∗+ i)eλ1(s∗)t +M2,i(s∗− i,q∗+ i)eλ2(s∗)t
)
=− 1
4pi2
∫ ∫
ds dq
(
E0
E
)s 1
E
( ε
E
)q n
∑
i=0
(
ε
E0
)i
Γ(−q− i)×
×
(
M1,i(s− i,q+ i)eλ1(s)t +M2,i(s− i,q+ i)eλ2(s)t
)
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Luego tambie´n se pueden obtener las expresiones correspondientes al espectro integral y al
nu´mero total de electrones:
Π(E, t) =− 1
4pi2
∫ ∫ ds dq
s+q
(
E0
E
)s( ε
E
)q n
∑
i=0
(
ε
E0
)i
Γ(−q− i)×
×
(
M1,i(s− i,q+ i)eλ1(s)t +M2,i(s− i,q+ i)eλ2(s)t
)
Π(0, t) =− 1
2pii
∫
ds
(
E0
ε
)s n
∑
i=0
(
ε
E0
)i
Γ(s− i)×
×
(
M1,i(s− i,−s+ i)eλ1(s)t +M2,i(s− i,−s+ i)eλ2(s)t
)
Se obtuvieron las soluciones exactas en la aproximacio´n B [11]. Como lo que interesa son
partı´culas primarias de altas energı´as se puede suponer que E0 ε y uno se puede quedar
con el primer te´rmino de la suma. Esto posibilita calcular luego valores concretos para estas
funciones. Las aproximaciones que sera´n entonces de gran utilidad son:
pi(E, t) =− 1
4pi2
∫ ∫
ds dq
(
E0
E
)s 1
E
( ε
E
)q
Γ(−q)×
(
M1,0(s,q)eλ1(s)t +M2,0(s,q)eλ2(s)t
)
Π(E, t) =− 1
4pi2
∫ ∫ ds dq
s+q
(
E0
E
)s( ε
E
)q
Γ(−q)×
(
M1,0(s,q)eλ1(s)t +M2,0(s,q)eλ2(s)t
)
Π(0, t) =− 1
2pii
∫
ds
(
E0
ε
)s
Γ(s)×
(
M1,0(s,−s)eλ1(s)t +M2,0(s,−s)eλ2(s)t
)
El procedimiento para obtener las expresiones equivalentes para los fotones por supuesto es
muy similar.
Aproximacio´n nume´rica
Vamos a mostrar la obtencio´n de valores concretos pero aproximados para el nu´mero
total de partı´culas Π(E, t) [11]. Como en la aproximacio´n A, usando el me´todo del punto de
ensilladura y despreciando el te´rmino que involucra eλ2(s)t se obtiene que
Π(0, t)=
(
E0
ε
)s¯
Γ(s¯)M1,0(s¯,−s¯)eλ1(s¯)t 1√
2pi
1√
λ ′′(s¯)t+
(
M ′1,0(s,−s)
M1,0(s,−s)
)′ ∣∣∣
s=s¯
+ d
2
ds2 ln(Γ(s))
∣∣∣
s=s¯
donde s¯ viene dado por(
λ ′(s)t+ ln
(
E0
ε
)
+
M ′1,0(s,−s)
M1,0(s,−s) +
d
ds
ln(Γ(s))
)∣∣∣
s=s¯
= 0.
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Definiendo la funcionK1,0(s,q) se simplificara´n los ca´lculos un poco del siguiente mo-
do:
M1,0(s,q) = H1(s)
Γ(s+q+1)
Γ(s+1)
K1,0(s,q). (3.16)
Como las funcionesMi, j que cumplen el rol de los coeficientes en la expansio´n deM (s,q, t)
no dependen de t se puede exigir que cada una de ellas satisfaga ella misma la relacio´n
de recurrencia dada en (3.14) ya que de este modo M (s,q, t) automa´ticamente tambie´n la
cumplirı´a. Insertando entonces M1,0(s,q) como esta´ definida en (3.16) en la relacio´n de
recurrencia se obtiene una nueva relacio´n de recurrencia paraK1,0(s,q):
(
[λ1(s)−λ1(s+q)][λ1(s)−λ2(s+q)]
[σ0+λ1(s)]
)
K1,0(s,q) = qK1,0(s,q−1)
K1,0(s,0) = 1
(3.17)
Usando las definiciones de las funciones λ1 y λ2 es posible reescribir esta ecuacio´n de recu-
rrencia como sigue:
(
λ1(s)+A(s+q)− B(s+q)C(s+q)σ0+λ1(s)
)
K1,0(s,q) = qK1,0(s,q−1)
K1,0(s,0) = 1
Figura 3.3: Gra´fico de la funcio´nK1,0(s,−s).
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Ahora interesa obtenerK1,0(s,−1). La relacio´n de recurrencia para q tendiendo a 0 da
K1,0(s,−1)
K1,0(s,0)
= lı´m
q→0
1
q
(
A(s+q)+λ1(s)− B(s+q)C(s+q)σ0+λ1(s)
)
.
Sumando y restando A(s) y B(s)C(s)σ0+λ1(s) dentro de los pare´ntesis y usando la definicio´n de la
derivada (y teniendo en cuenta que [σ0+λ1(s)][A(s)+λ1(s)]−B(s)C(s) = 0) se obtiene esta
expresio´n ma´s concisa:
K1,0(s,−1)
K1,0(s,0)
= A′(s)− 1
σ0+λ1(s)
d
ds
(B(s)C(s)) .
Recordando queK1,0(s,0) = 1 se obtiene la cantidad de intere´s:
K1,0(s,−1) = A′(s)− 1σ0+λ1(s)
d
ds
(B(s)C(s)) .
De ahora en adelante es ma´s directo obtener los dema´sK1,0(s,n):
K1,0(s,−2) =−K1,0(s,−1)
(
λ1(s)+A(s−1)− B(s−1)C(s−1)σ0+λ1(s)
)
K1,0(s,−3) =−12K1,0(s,−2)
(
λ1(s)+A(s−2)− B(s−2)C(s−2)σ0+λ1(s)
)
1
K1,0(s,1)
= λ1(s)+A(s+1)− B(s+1)C(s+1)σ0+λ1(s)
1
K1,0(s,2)
=
1
2K1,0(s,1)
(
λ1(s)+A(s+2)− B(s+2)C(s+2)σ0+λ1(s)
)
Para ahora obtener valores concretos de Π(0, t) en definitiva u´nicamente falta conocer la
funcio´n K1,0(s,−s). Se la obtiene interpolando sobre los valores recie´n obtenidos (o inclu-
so ma´s) usando por ejemplo Mathematica. La figura 3.3 muesta la gra´fico de la funcio´n
K1,0(s,−s).
3.2. Desarrollo tridimensional
Recordemos que el problema a resolver es:
(
∂
∂ t
+ θ¯
∂
∂ r¯
)
pi =−A′pi+B′γ+ E
2
s
4E2
(
∂ 2
∂θ 21
+
∂ 2
∂θ 22
)
+ ε
∂pi
∂E(
∂
∂ t
+ θ¯
∂
∂ r¯
)
γ =C′pi−σ0γ.
Se le aplica a ambas ecuaciones la transformada de Fourier, es decir, se las multiplica por
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ei(r¯·x¯+θ¯ ·ξ¯ ) y se las integra con respecto a r¯ y θ¯ . Las nuevas ecuaciones son:
(
∂
∂ t
+ x¯
∂
∂ ξ¯
)
f =−A′ f +B′g− E
2
s ξ 2
4E2
f + ε
∂ f
∂E(
∂
∂ t
+ x¯
∂
∂ ξ¯
)
g =C′ f −σ0g
(3.18)
donde f y g son las transformadas de Fourier de pi y γ respectivamente:
f (x¯, ξ¯ ) =
1
4pi2
+∞∫∫∫∫
−∞
ei(r¯·x¯+θ¯ ·ξ¯ )pi(r¯, θ¯)dr¯dθ¯
g(x¯, ξ¯ ) =
1
4pi2
+∞∫∫∫∫
−∞
ei(r¯·x¯+θ¯ ·ξ¯ )γ(r¯, θ¯)dr¯dθ¯ .
(3.19)
Resolviendo el sistema dado en (3.18) para la funcio´n f se obtiene la siguiente ecuacio´n
sobre la cual se trabajara´ ahora hasta el final de la seccio´n:((
∂
∂ t
− x¯ ∂
∂ ξ¯
)2
+(A′+σ0)
(
∂
∂ t
− x¯ ∂
∂ ξ¯
)
+(A′σ0−B′C′)
)
f (x¯, ξ¯ )
=
(
∂
∂ t
− x¯ ∂
∂ ξ¯
+σ0
)(
−E
2
s ξ 2
4E2
+ ε
∂
∂E
)
f (x¯, ξ¯ ). (3.20)
Vamos a concentrarnos ahora en los pasos necesarios para revelar la forma del espectro
de los electrones. La distribucio´n lateral para los electrones viene dada por pi2(E,r, t) 2pir dr
donde pi2 esta´ definida como
pi2(E,r, t) =
+∞∫∫
−∞
pi(E, r¯, θ¯ , t)dθ¯ .
En la expresio´n de la distribucio´n lateral se reemplaza el vector r¯ por su mo´dulo porque la
simetrı´a con respecto al eje de la cascada lo permite. Tomando ξ = 0 en (3.19) se obtiene
f (x¯,0) =
1
4pi2
+∞∫∫
−∞
eir¯·x¯
+∞∫∫
−∞
pi(E, r¯, θ¯ , t)dθ¯dr¯ =
1
4pi2
+∞∫∫
−∞
eir¯·x¯pi2(E, r¯, t)dr¯
y por como es la transformada de Fourier inversa, pi2 toma la forma
pi2(E, r¯, t) =
+∞∫∫
−∞
e−ir¯·x¯ f (x¯,0)dx¯.
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Recordando que x¯ = (x1,x2), en esta u´ltima integral ahora se pude hacer el cambio de varia-
bles {
x1 = xcosϕ
x2 = xsinϕ
y nuevamente por la simetrı´a axial del problema f so´lo depende del mo´dulo de x. Por lo tanto
+∞∫∫
−∞
e−ir¯·x¯ f (x¯,0)dx¯ =
+∞∫
0
x f (x,0)
2pi∫
0
eixr cosϕdϕdx =
+∞∫
0
f (x,0)J0(rx)2pixdx
donde J0(x) = 12pi
2pi∫
0
eixcosθdθ es la funcio´n de Bessel de orden 0. Por lo tanto se obtuvo que
pi2(E, r¯, t) =
+∞∫
−∞
f (x,0)J0(rx)2pixdx
Siguiendo las cuentas de manera similar se llega a que la funcio´n de distribucio´n angular es
pi1(E, θ¯ , t) =
+∞∫
0
f (0,ξ )J0(θξ )2piξdξ .
En las expresiones que se obtuvieron para pi1 y pi2 se ve que, ya que las funciones de
Bessel son conocidas, el problema de obtener la funcio´n f (x,ξ ) para valores cualesquiera se
redujo a conocer las leyes de las funciones f (x,0) y f (0,ξ ). La ecuacio´n integro-diferencial
que satisface f (0,ξ ) es la ecuacio´n (3.20) reemplazando x¯ = 0¯. La ecuacio´n que satisface
f (x,0) es un poco ma´s difı´cil de obtener ya que la funcio´n que se busca es derivada con
respecto a ξ1 y ξ2 y no es factible simplemente reemplazar ξ¯ = 0¯. De ahora en adelante nos
concentraremos en obtener esta ecuacio´n y resolverla.
Se eligen a ξ1 y ξ2 como las componentes paralela y perpendicular de ξ¯ con respecto a x¯
respectivamente. Ahora sı´ podemos reemplazar ξ2 = 0 en (3.20) y llegar a que((
∂
∂ t
− x ∂
∂ξ1
)2
+(A′+σ0)
(
∂
∂ t
− x ∂
∂ξ1
)
+(A′σ0−B′C′)
)
f (x¯,ξ1,0)
=
(
∂
∂ t
− x ∂
∂ξ1
+σ0
)(
−E
2
s ξ 21
4E2
+ ε
∂
∂E
)
f (x¯,ξ1,0). (3.21)
Realizando en esta ecuacio´n integro-diferencial nuevamente un cambio de variables se ob-
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tiene  τ = tζ = ξ1
x
+ t
(3.22)
y la versio´n definitiva de la cual uno se puede valer para llegar a una expresio´n de pi2:(
∂ 2
∂τ2
+(A′+σ0)
∂
∂τ
+(A′σ0−B′C′)
)
f (x¯,ζ ,0)
=
(
∂ 2
∂τ2
+σ0
)(
−E
2
s x
2
4E2
(ζ − τ)2+ ε ∂
∂E
)
f (x¯,ζ ,0). (3.23)
Aquı´ fue necesario recurrir a la regla de la cadena para utilizar la siguiente expresio´n:
∂
∂τ
=
∂
∂ t
· ∂ t
∂τ
+
∂
∂ξ1
· ∂ξ1
∂τ
=
∂
∂ t
− x ∂
∂ξ1
.
Extendiendo la solucio´n propuesta para la aproximacio´n B considerando que ahora tenemos
el te´rmino nuevo −E2s x24E2 se propuso una solucio´n de la forma:
f (E, x¯,ζ ,0,τ) =
1
4pi2i
δ+i∞∫
δ−i∞
ds
E
(
E0
E
)s( ∞
∑
m=0
∞
∑
n=0
(
−E
2
s x
2
4E2
)m(−ε
E
)n
φm,n(s,τ)
)
. (3.24)
Reemplazando esta expresio´n en la ecuacio´n integro-diferencial (3.22), que es la que debe
satisfacerse, se consiguen las relaciones que la caracterizan (notemos que las nuevas funcio-
nes Φ dependen de (s,ζ − τ,τ) mientras que las funciones φ dependen de (s,τ)):
(
∂ 2
∂τ2
+(A(s+2m+n)σ0)
∂
∂τ
+(Aσ0−BC)(s+2m+n)
)
Φm,n
=
(
∂
∂τ
+σ0
)(
(ζ − τ)2Φm−1,n+(s+2m+2)Φm,n−1
)
Φ0,0(s,ζ − τ,τ) = H1(s)eλ1(s)t +H2(s)eλ2(s)t
φm,n(s,τ) = lı´m
(ζ−τ)→0
Φm,n(s,ζ − τ,τ)
(3.25)
donde la funcio´n inicial Φ0,0 dada es la que surge de tomar como primario un electro´n.
Nuevamente se realiza una extensio´n analı´tica para ampliar el dominio de convergencia de
la solucio´n. Para ello se reescribe la expresio´n en pare´ntesis dada en (3.24):
f (E, x¯,ζ ,0,τ) =
1
4pi2i
δ+i∞∫
δ−i∞
ds
E
(
E0
E
)s
×
×
(
− 1
4pi2
∫∫
d pdqΓ(−p)Γ(−q)
(
E2s x
2
4E2
)p( ε
E
)q
M (p,q,s,τ)
)
(3.26)
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donde la funcio´nM2 esta´ definida como
M2(p,q,s,τ) = φm,n(s,τ)Γ(n+1)Γ(m+1)
y viene determinada por el sistema
(
∂
∂τ
−λ1(s+2p+q)
)(
∂
∂τ
−λ2(s+2p+q)
)
M(p,q,s,ζ − τ,τ)
=
(
∂
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(3.27)
Se hace uso de la propiedad
∫ ∞
0
J0(rx)
(
x2
4
)p
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−2p−2
de la funcio´n de Bessel de orden 0 para finalmente presentar una expresio´n concreta de pi2
que es muy similar a la que se pueden obtener para los dema´s espectros:
pi2(E, r¯, t) =− 18pi4i
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×
×Γ(p+1)Γ(−q)M2(p,q,s, t) (3.28)
3.3. Aplicacio´n de la teorı´a tridimensional a lluvias atmosfe´ri-
cas extendidas
Como menciona´bamos en la introduccio´n la gran mayorı´a de partı´culas que representan
los primarios que llegan a nuestra atmo´sfera no son electrones, positrones o fotones. Por
lo tanto una lluvia atmosfe´rica extendida en general no podra´ ser descripta por ninguna de
las expresiones obtenidas en las secciones anteriores. Ahora veremos co´mo obtener una ex-
presio´n que describe la componente electromagne´tica de una cascada haciendo uso de las
expresiones que obtuvimos hasta ahora [9].
En un modelo simplificado uno puede suponer que la componente electromagne´tica es la
suma de todas las subcascadas generadas por los fotones que son producto del decamiento
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de los piones neutros que a su vez son producidos cerca del eje de la cascada en colisiones
hadro´nicas. En la figura 3.4 se puede ver un esquema de este feno´meno. Cada curva pequen˜a
simboliza una subcascada electromagne´tica y la curva grande la suma de todas ellas. Supon-
gamos adema´s que las trayectorias de los fotones siguen la direccio´n del eje de la cascada y
sea F(E0, t)dE0dt el nu´mero de fotones que son creados en los decaimientos de los piones
neutros con una energı´a entre E0 y (E0 + dE0) en una profundidad entre t y (t + dt). Esta
funcio´n F refleja la manera en la cual la componente hadro´nica infunde energı´a en la compo-
nente electromagne´tica en forma de fotones. Por lo tanto la funcio´n de estructura Π(0, r¯,T )
viene dada por la expresio´n:
Π(0, r¯,T ) =
∞∫
0
dE0
T∫
0
dtF(E0, t)Π2(E0,0, r¯,T − t). (3.29)
Conociendo la distribucio´n F podemos con esta expresio´n reconstruir la componente EM de
cualquier cascada. Vamos a utilizar este concepto en lo que queda del trabajo.
Figura 3.4: Esquema simplificado y resumido del modo en que el eje hadro´nico infunde energı´a en la
componente electromeagne´tica.
Capı´tulo 4
Simulaciones de Monte Carlo
La interpretacio´n de los datos recolectados por los detectores del Observatorio Pierre
Auger se sustenta en simulaciones de lluvias atmosfe´ricas extendidas. E´stas se basan en
modelos matema´ticos fenomenolo´gicos y en parte hipote´ticos (ya que hasta hoy en dı´a care-
cemos de una teorı´a que cubra las interacciones a alta energı´a). En estos modelos se tienen
en cuenta todos los procesos fı´sicos de importancia, una proporcio´n alta de los cuales son
de naturaleza estoca´stica. Incluso para algunos procesos se dispone de modelos alternati-
vos que se basan en suposiciones diferentes. El problema que se presenta es que mientras
ma´s alta es la energı´a del primario ma´s alto es el nu´mero de partı´culas que son generadas
en el desarrollo de la cascada y ma´s laboriosos son los co´mputos de la simulacio´n. Siendo
que el observatorio fue ideado justamente para detectar partı´culas de las ma´s altas energı´as,
afloro´ la necesidad de programas de simulacio´n ma´s eficientes. Los denominados programas
de simulacio´n hı´bridos cumplen esta funcio´n.
En lluvias simuladas con el programa CORSIKA se manifesto´ para la mayorı´a de los
modelos de interacciones a altas energı´as un de´ficit significativo de muones en comparacio´n
con resultados experimentales [15]. La gran inco´gnita de hoy en dı´a, de co´mo mejorar los
modelos, puede ser abordada comprendiendo de que´ modo esta´n relacionadas la cantidad y
la densidad de muones con los para´metros del modelo. Una manera de acercarce a este obje-
tivo es estudiando la historia de los muones en el transcurso de la cascada [16]. Otro camino
de abordaje posible es estudiar de que´ manera se relacionan los para´metros de la componente
electromagne´tica con los para´metros de la componente muo´nica ya que ambas componentes
en definitiva proceden de fuentes comunes dentro de la cascada, principalmente de piones
neutros y cargados que a su vez son creados conjuntamente. Por esta razo´n estudiamos prin-
cipalmente el origen de la componente electromagne´tica con la perspectiva de en un futuro
trabajo relacionar la historia de la componente electromagne´tica con la muo´nica.
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4.1. Los programas CORSIKA y CONEX
En el presente trabajo se analizaron cascadas generadas por partı´culas de alta energı´a.
Como a una etapa temprana de su desarrollo e´stas au´n comprenden relativamente pocas
partı´culas cada una de las interacciones en las que se ven involucradas cumple un rol impor-
tante para el desarrollo subsecuente. Es en esta fase que se presentan la fluctuaciones ma´s
significativas cascada a cascada y de estas diferencias depende el desarrollo longitudinal to-
tal de la cascada. Para poder recrear este tipo de comportamiento mediante simulaciones se
acostumbra utilizar simulaciones que se basan en algoritmos de Monte Carlo ya que estas
generan una historia para cada partı´cula de manera individual y aleatoria y de este modo re-
flejan el hecho que el desarrollo temprano de las cascadas es altamente probabilı´stico y tiene
mucha variabilidad.
El programa CORSIKA (COsmic Ray SImulations for KAscade) es un programa de si-
mulacio´n de Monte Carlo de lluvias atmosfe´ricas extendidas generadas por rayos co´smicos
[17, 18]. El objetivo primordial es reproducir de manera correcta no so´lo los valores prome-
dio de las observables asociadas a las cascadas sino tambie´n la manera caracterı´stica en que
se presentan fluctuaciones cascada a cascada. Las partı´culas primarias pueden ser fotones,
electrones, protones o muchas otras partı´culas ma´s. Luego las partı´culas secundarias son mo-
nitoreadas individualmente hasta que interactu´an con un nu´cleo de la atmo´sfera o, si se trata
de partı´culas inestables, hasta que decaen. Los para´metros de intere´s de estos secundarios
son almacenados cuando alcanzan un nivel de observacio´n. Estos niveles de observacio´n son
definidos por el usuario segu´n sus necesidades.
Las interacciones que se tienen en cuenta en CORSIKA son todas aquellas que se sa-
be tienen una influencia notable sobre el desarrollo de la cascada. Para las interacciones
hadro´nicas a altas energı´as, las interacciones hadro´nicas a bajas energı´as y las interacciones
electromagne´ticas el programa dispone de varios modelos entre los cuales se puede seleccio-
nar. El mayor inconveniente que se presentara´ siempre que se necesiten simular interacciones
a altas energı´as es que estas simulaciones requieren la extrapolacio´n de modelos teo´ricos de
interacciones hadro´nicas a energı´as ma´s altas que las energı´as para las cuales el modelo
esta´ confirmado experimentalmente (al menos 2 o 3 o´rdenes de magnitud).
Cuando la cascada se encuentra en una etapa de desarrollo avanzada, comprende un
nu´mero considerable de partı´culas, especialmente si la energı´a del primario es muy alta,
por lo que ya no tiene importancia el destino individual de cada una de ellas. En esta etapa
ya se puede y es conveniente considerar un comportamiento promediado de las partı´culas.
Una forma de reducir el tiempo de co´mputo, que para energı´as de los primarios por enci-
ma de 1016 eV se torna excesivamente largo, es aplicando la opcio´n de ’thin sampling’ en
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CORSIKA, donde se deja de seguir todas las partı´culas. Otra forma algorı´tmicamente con-
veniente es recurrir a me´todos nume´ricos y hacer uso de expresiones analı´ticas, las cuales
para energı´as relativamente bajas esta´n disponibles. Estos mecanismos de simulacio´n, en los
cuales se combinan y entrelazan diferentes me´todos de simulacio´n se denominan me´todos
hı´bridos.
La forma usual de disminuir el tiempo de co´mputo de las simulaciones es con la opcio´n
de ’thin sampling’. Si se activa este mecanismo el conjunto de todas las partı´culas que son
generadas en una interaccio´n y tienen una energı´a menor que una fraccio´n ajustable de la
energı´a del primario son introducidas en un algoritmo por separado. Todas estas partı´culas
son distribuı´das en diferentes grupos. En cada grupo se selecciona una u´nica partı´cula de
manera aleatoria. So´lo la evolucio´n de esta partı´cula es simulada y almacenada, las dema´s
partı´culas son descartadas. A la partı´cula preservada se le asigna un peso ωi = 1/pi don-
de pi es la fraccio´n de energı´a que tiene la partı´cula de la energı´a total que lleva el grupo:
pi = Ei/∑ j E j. pi tambie´n es la probabilidad de que esa partı´cula sea seleccionada del con-
junto. Asigna´ndole a la partı´cula el peso ωi se conserva la energı´a. Se podrı´a decir que de
este modo el efecto de las dema´s partı´culas es recuperado.
En el presente trabajo, por un lado, estudiamos simulaciones realizadas enteramente con
CORSIKA y por otro lado recurrimos al programa hı´brido CONEX que combina simulacio-
nes en CORSIKA para las partı´culas de alta energı´a con el uso de ecuaciones analı´ticas para
las partı´culas de baja energı´a.
En CONEX [19] la propagacio´n, las interacciones y los decaimientos de todas las partı´cu-
las que tienen energı´a mayor que una energı´a de corte determinada por el usuario son simu-
lados con CORSIKA. Partı´culas que caen debajo de este umbral son agrupadas en bines
segu´n su energı´a y la profundidad a la cual se encuentran. Se ideo´ una tabla que a cada bin le
asigna las condiciones iniciales a utilizar en las aproximaciones nume´ricas de las soluciones
analı´ticas. Esta es la manera en la cual se simulan las subcascadas generadas por partı´culas
cuya energı´a es menor que la energı´a de corte. Naturalmente la ventaja de usar CONEX es
que el tiempo de simulacio´n se reduce fuertemente ya que las aproximaciones nume´ricas son
mucho ma´s ra´pidas de obtener que los resultados de simulaciones Monte Carlo que serı´an
necesarias para el mismo proceso. Mientras ma´s alta es la energı´a del primario que se intenta
estudiar, ma´s alta va a ser la cantidad de partı´culas generadas en la lluvia subsecuente y ma´s
importante se torna esta ventaja. Vale la pena aclarar nuevamente que como las variaciones
que se dan cascada a cascada se deben principalmente a las fluctuaciones de las primeras in-
teracciones, las cuales esta´n descriptas con CORSIKA, el me´todo hı´brido permite una buena
descripcio´n de la cascada en cuanto al comportamiento promedio y sus fluctuaciones.
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4.2. Ana´lisis de las partı´culas en el suelo y de las primeras
interacciones
Las simulaciones de CORSIKA pueden ser corridas luego de predefinir una gran canti-
dad de para´metros [17, 18]. Si se simula una u´nica cascada se puede seleccionar la identidad
de la partı´cula primaria, su energı´a y su a´ngulo de incidencia. Alternativamente es posible
simular una gran cantidad de lluvias. En ese caso el programa escogera´ las energı´as de los
primarios de manera aleatoria del rango de energı´as preselecto y segu´n el ı´ndice espectral
determinado. Los a´ngulos de incidencia de los primarios sera´n seleccionados de manera aza-
rosa del rango de intere´s, reflejando ası´ el hecho que el flujo de rayos co´smicos mostro´ ser
ide´ntico desde cualquier direccio´n del firmamento. Tambie´n es posible elegir el modelo at-
mosfe´rico que se considerara´ en las simulaciones segu´n la estacio´n del an˜o y la localidad en
la cual impactara´ la lluvia simulada. De este modo el programa podra´ respetar la profundidad
atmosfe´rica a la cual la lluvia deja de atravesar aire y se introduce en el suelo. Adema´s es
posible fijar hasta diez niveles de observacio´n.
La informacio´n de todas las partı´culas que atraviesan estos niveles sera´ almacenada. Es-
ta informacio´n comprende para cada partı´cula, entre otras caracterı´sticas, su identidad, las
componentes de su momento lineal, las coordenadas de su posicio´n al momento de atravesar
el nivel de observacio´n y el tiempo que transcurrio´ desde la primera interaccio´n. Tambie´n
se puede recuperar el peso que se le habı´a asignado en el proceso de ’thinning’ (explicitado
anteriormente).
Vamos a explayarnos ahora sobre el ana´lisis de las partı´culas en el suelo. En la figura
4.1 se pueden observar las distribuciones de energı´a de los fotones, electrones, positrones,
muones positivos y muones negativos que alcanzaron el nivel del suelo en dos simulaciones
diferentes que fueron iniciadas con los mismos para´metros. En ambas simulaciones el pri-
mario fue un proto´n de 1019 eV de energı´a que incidio´ de manera vertical. En ambos casos
se selecciono´ el mismo modelo atmosfe´rico y como u´nico nivel de observacio´n el nivel del
suelo a la altura y en la ubicacio´n de la ciudad de Malargu¨e. La u´nica diferencia entre ambas
simulaciones fue la ’semilla’ utilizada para inicializar los generadores de nu´meros pseudo-
aleatorios.
Notemos que en ambos casos las curvas correspondientes a los electrones y positrones
son tan similares que se solapan. Lo mismo ocurre para las curvas correspondientes a los
muones positivos y los muones negativos. En el caso de los electrones y positrones esto se
debe a que el proceso principal por el cual son creados es la creacio´n de pares por parte de
los fotones en el cual son generados tantos electrones como positrones. Para el caso de los
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(a) Simulacio´n 1
(b) Simulacio´n 2
Figura 4.1: Distribuciones de energı´a de fotones, electrones, positrones, muones negativos y muones
positivos al nivel del suelo para dos simulaciones llevadas a cabo con CORSIKA iniciadas con un proto´n
de 1019 eV de energı´a.
muones la razo´n es que el nu´mero de muones negativos y muones positivos principalmente
aumenta debido a los decaimientos de los piones negativos y positivos, respectivamente, y
estos dos tipos de partı´culas a su vez son creadas con la misma probabilidad en las interac-
ciones hadro´nicas (las secciones eficaces son iguales para ambos procesos).
Los resultados reflejados en cada una de las gra´ficas son claramente diferentes. No so´lo
ocurre que el nu´mero de cada partı´cula en cuestio´n para una energı´a dada varı´a de una cas-
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cada a la otra sino que tambie´n se puede observar que la razo´n entre cantidades de partı´culas
diferentes cambia. Por un lado, todos los espectros correspondientes a la simulacio´n 2 en
la gra´fica 4.1b esta´n por encima de los que corresponden a la simulacio´n 1 presentados en
la gra´fica 4.1a. Por otro lado, para energı´as entre 10 y 100 GeV el espectro de los muones
y el de los electrones en la gra´fica 4.1a son similares y esta´n separados del de los fotones.
Entretanto, en la gra´fica 4.1b para ese rango de energı´as el espectro de los muones se separa
del de los electrones y se acerca al de los fotones. Estas diferencias se deben justamente a
que las interacciones hadro´nicas a una etapa temprana del desarrollo de la cascada fueron
diferentes gracias a que estos procesos son generados de manera estoca´stica.
Analizando las gra´ficas dadas en la figura 4.2 se puede explicar por que´ en la simulacio´n
2 la cantidad de energı´a que transportan las partı´culas estudiadas hasta el nivel del suelo
es ma´s alta que la correspondiente a la simulacio´n 1. En esta figura se pueden apreciar las
distribuciones de energı´a de las partı´culas madre de todos los electrones, positrones y foto-
nes que alcanzaron el nivel del suelo (correspondientes a las mismas dos simulaciones). En
CORSIKA existe la opcio´n de almacenar la informacio´n de las madres y abuelas de todas
las partı´culas que llegan a un nivel de observacio´n [16]. La madre de una partı´cula se define
como el u´ltimo hadro´n presente en la cadena de reacciones que dio lugar a la partı´cula en
cuestio´n y la abuela como la partı´cula que genero´ a la madre. En la figura 4.2 las distribucio-
nes esta´n separadas segu´n si la madre desato´ la cadena que genero´ la partı´cula en cuestio´n
a ma´s de 13000 metros de altura o a menos. El histograma azul corresponde al espectro de
energı´a de las madres que interactuaron o decayeron a ma´s de 13000 metros de altura y el
histograma verde al de las que interactuaron o decayeron a menos de 13000 metros de altura.
Como se puede observar, en la segunda simulacio´n la proporcio´n entre la energı´a transferida
a la componente EM que alcanza el suelo a ma´s de 13000 metros y la transferida a menos de
13000 metros es mucho ma´s alta que en la primera simulacio´n. Efectivamente, para la prime-
ra simulacio´n este porcentaje vale aproximadamente 15% y para la segunda simulacio´n 47%.
Se puede interpretar la diferencia recie´n descripta entre las figuras 4.2a y 4.2b del si-
guiente modo. La componente EM que impacta en el suelo en la simulacio´n 2 proviene
de una fraccio´n ma´s alta (comparada con la de la simulacio´n 1) de partı´culas de una etapa
temprana del desarrollo de la cascada. En esta etapa las partı´culas tienen notablemente ma´s
energı´a que las partı´culas en el desarrollo subsecuente. Esto explica por que´ en la segunda
simulacio´n llega al nivel del suelo ma´s energı´a.
En la figura 4.3 se pueden observar los espectros de energı´a de los fotones, electrones,
positrones, muones negativos y muones positivos que alcanzaron el nivel del suelo en otras
simulaciones realizadas. La u´nica diferencia entre e´stas y las anteriores es la identidad del
primario seleccionada. En la simulacio´n correspondiente a la figura 4.3a el primario fue un
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(a) Simulacio´n 1
(b) Simulacio´n 2
Figura 4.2: Distribuciones de energı´a de las partı´culas madre de todos los electrones, positrones y
fotones que alcanzaron el nivel del suelo, separadas segu´n si la madre interactuo´ o decayo´ a ma´s de
13000 metros de altura o a menos.
electro´n y en la que corresponde a la figura 4.3b el primario fue un foto´n. Adema´s, como
es de suponer, nuevamente la semilla que inicializa el generador de nu´meros aleatorios en
ambos casos es otra. De nuevo ocurre, por las mismas razones expuestas anteriormente, que
la distribucio´n de electrones y positrones es similar y que tambie´n los muones negativos y
los muones positivos esta´n casi igualmente representados.
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(a) Partı´cula primaria: eletro´n
(b) Partı´cula primaria: foto´n
Figura 4.3: Distribuciones de energı´a de fotones, electrones, positrones, muones negativos y muones
positivos al nivel del suelo para dos simulaciones llevadas a cabo con CORSIKA iniciadas con diferentes
partı´culas primarias de 1019 eV.
Lo que llama la atencio´n al comparar las simulaciones exhibidas en las figuras 4.3a y
4.3b es que las curvas correspondientes a los fotones, electrones y positrones muestren un
comportamiento tan similar en ambas simulaciones siendo que esta vez las cascadas fueron
inicializadas por partı´culas diferentes. La explicacio´n aquı´ es que en una lluvia atmosfe´rica
extendida cuyo primario fue un foto´n, un positro´n o un electro´n de muy alta energı´a se crean
un nu´mero tan grande de estas mismas partı´culas que es de esperar que en definitiva no haya
manera de distinguir a posteriori con cual de ellas comenzo´ la cadena de reacciones. Ma´s
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au´n, aquı´ se presenta una diferencia sustancial con las cascadas hadro´nicas. En e´stas u´ltimas
es frecuente que en el eje hadro´nico permanezcan fragmentos hadro´nicos de la partı´cula ori-
ginal con una fraccio´n alta de la energı´a primaria. Estos fragmentos que subsisten provocan
que la cascada se desarrolle de una manera diferente a como hubiese evolucionado si, por
ejemplo, las energı´as se distribuı´an equitativamente entre los productos de las interacciones
y los decaimientos. En cascadas electromagne´ticas esto no ocurre, las partı´culas constante-
mente interactu´an y se multiplican. Esto imposibilita que una partı´cula se lleve una fraccio´n
importante de la energı´a primaria para de este modo impactar con un cambio sustancial sobre
el comportamiento de la cascada.
Notemos por u´ltimo que en estas dos lluvias llega al nivel del suelo una pequen˜a cantidad
de muones. Estos son producidos por fotones que tienen suficiente energı´a como para crear
un par µ− - µ+. Naturalmente hay ma´s procesos que aportan notablemente ma´s energı´a a
la componente muo´nica (como tı´picamente los decaimientos de piones cargados) pero estos
procesos requieren de partı´culas que no petenecen a la componente EM. Si bien se evidencia
aquı´ que los procesos que ocurren en una cascada electromagne´tica no so´lo producen foto-
nes y electrones sino tambie´n muones, se puede concluir que el nu´mero de muones es tan
pequen˜o que es sensato despreciar en los modelos el efecto de los procesos que los crean y
concentrarse en los procesos descriptos en los capı´tulos 2 y 3.
Este estudio de cascadas individuales sirve para ganar consciencia del comportamiento
que pueden presentar lluvias generadas por rayos co´smicos. Ahora bien, para obtener resul-
tados ma´s relevantes es necesario recurrir a una gran cantidad de simulaciones.
4.3. Aplicacio´n al estudio del perfil longitudinal
La idea que quedo´ abierta en la seccio´n 3.3 es que sabiendo de que´ modo el eje hadro´nico
infunde energı´a en la componente electromagne´tica, efecto que se describe con la funcio´n F
definida en aquella seccio´n, es posible reconstruirla completamente. Para ganar consciencia
acerca de la forma que puede tomar esta funcio´n se realizaron diversas simulaciones en CO-
NEX. Se tomo´ como primario siempre un proto´n de 1020 eV de energı´a y se hizo variar la
energı´a de corte. En estas simulaciones se decidio´ almacenar la lista de todos los secundarios
creados.
Al disponer de informacio´n acerca de los secundarios, una manera de construir la fun-
cio´n F es recopilando todas las partı´culas que emergen a lo largo de la lluvia y que, al
decaer, pueden tener como producto fotones o electrones. Es sabido que la fuente principal
de partı´culas que infunden energı´a en la componente EM son los piones neutros. No obstan-
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te, podrı´a ser conveniente, ya que se dispone de una lista de todas las partı´culas secundarias
creadas, considerar tambie´n los kaones K+, K− y K0L o incluso ma´s partı´culas. Para ver si
esto es sensato se examino´ la cantidad de piones neutros, kaones cargados y K0L presentes a
diferentes profundidades atmosfe´ricas (en gcm2 ) para una simulacio´n en particular realizada
con una energı´a de corte de 1015 eV. Se pudo resolver que el nu´mero de piones sobrepasa a
cualquier profundidad el de las dema´s partı´culas en un orden de magnitud. Este hecho es un
indicio de que el aporte de los kaones es despreciable.
Para confirmar esta suposicio´n se comparo´ la subcascada electromagne´tica generada por
los piones neutros con la que generan los kaones cargados y los K0L , respectivamente. Pa-
ra ello se efectuo´ una cuenta equivalente a la que fue presentada en la ecuacio´n (3.29). El
proceso consiste en sumar para cada grupo de partı´culas en estudio por separado las sub-
cascadas EM generadas por cada una de las partı´culas individuales presentes en ese grupo.
Las subcascadas individuales son descriptas mediante una aproximacio´n que desarrollo´ el
fı´sico estadounidense Kenneth Greisen. La ecuacio´n de Greisen [20] indica el nu´mero total
aproximado de partı´culas en una cascada electromagne´tica:
Π
(
t,
E0
ε
)
≈ 0,31√
β0
et(1−
3
2 lns).
En esta expresio´n t es la profundidad como fue definida en el capı´tulo 2, E0 es la energı´a de
la partı´cula que inicia la subcascada, β0 viene dado por
β0 = ln
(
E0
ε
)
,
donde ε es la energı´a crı´tica como fue definida en el capı´tulo 2, y s es la edad de la cascada
definida como
s =
3t
t+2β0
.
Empleando esta aproximacio´n para cada una de las subcacadas EM individuales se obtiene la
figura 4.4. Allı´ esta´n exhibidas las subcascadas EM generadas por (a) piones neutros, (b) K0L
y (c) kaones cargados, respectivamente. Se confirma la suposicio´n que las subcascadas EM
generadas por partı´culas que no son piones neutros aportan notablemente menos al volumen
de la cascada EM total que las generadas por los piones neutros.
Por lo tanto se decidio´ despreciar el efecto de los kaones e igualar la funcio´n F con la
distribucio´n longitudinal de los piones neutros multiplicada por 2 ya que cada pio´n decae
a 2 fotones. Se supone adema´s que cada foto´n se lleva la mitad de la energı´a del pio´n que
los crea. Con esta eleccio´n para la funcio´n F fue generada la componente electromagne´tica
(segu´n el modelo recie´n descripto) para 1000 simulaciones realizadas en CONEX con un
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Figura 4.4: Gra´ficas de las subcascadas electromagneticas generadas por el grupo de piones neutros,
kaones cargados y K0L .
proto´n inicial de 1020 eV de energı´a que incide de manera vertical sobre el nivel del mar
(que se encuentra a una profundidad de aproximadamente 1000 gcm2 ).
CORSIKA brinda informacio´n acerca del desarrollo longitudinal de la componente EM
que genero´ la simulacio´n. El programa ajusta la funcio´n de Gaisser-Hillas al perfil longitu-
dinal y guarda los para´metros de este ajuste. Esta funcio´n fue propuesta por Thomas Gaisser
y Anthony Hillas e indica el nu´mero de partı´culas N como funcio´n de la profundidad X
atravesada por la lluvia [21]:
N(X) = Nmax
(
X−X0
Xmax−X0
) Xmax−X0
a+bX+CX2 · exp
(
Xmax−X0
a+bX +CX2
)
donde Xmax es la profundidad a la cual se alcanza el ma´ximo, X0 es la profundidad a la cual
ocurre la primera interaccio´n y Nmax es el nu´mero ma´ximo de partı´culas. No se trata de una
expresio´n obtenida analı´ticamente pero representa de manera muy acertada perfiles longitu-
dinales de lluvias atmosfe´ricas extendidas. En realidad la versio´n original de la funcio´n de
Gaisser-Hillas tiene un para´metro λ en lugar de la expresio´n a+bX +CX2 pero en CORSI-
KA se utiliza esta u´ltima para obtener un mejor ajuste.
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Se puede comparar ahora para las 1000 cascadas la componente EM calculada (hacien-
do uso de la ecuacio´n de Greisen) con la que viene descripta por la ecuacio´n de Gaisser-
Hillas que obtuvo CORSIKA. Ma´s concretamente, se puede comparar el nu´mero ma´ximo
de partı´culas que se denotan valmax y Nmax, respectivamente, y la profundidad a la cual se
alcanza este nu´mero ma´ximo que son llamados binmax y Xmax, respectivamente. En la figura
4.5 se pueden apreciar los histogramas de los errores obtenidos. La gra´fica dada en 4.5a ex-
hibe un histograma de las diferencias entre las profundidades Xmax y binmax. Como se puede
observar, esta diferencia se centra alrededor de los −20 gcm2 . Esto significa que generalmente
se atrasa la posicio´n del ma´ximo de la distribucio´n calculada con respecto al perfil obtenido
por CORSIKA. En la gra´fica 4.5b se puede observar un histograma de las diferencias rela-
tivas entre el nu´mero ma´ximo valmax obtenido por CORSIKA y el nu´mero ma´ximo binmax
calculado. Lo que se puede deducir de esta gra´fica es que la cascada EM generada superpo-
niendo todas las subcascadas generadas por los piones neutros generalmente es inferior a la
que revela CORSIKA.
La situacio´n ideal serı´a que Xmax fuese siempre igual a binmax, es decir que en la figura
4.6 los puntos estuviesen todos sobre la recta punteada azul. En este diagrama de dispersio´n
el eje x corresponde a los valores de Xmax y el eje y a los de binmax y cada punto corresponde
a una de las 1000 simulaciones. Nuevamente se puede observar que los puntos esta´n gene-
ralmente levemente por encima de la lı´nea recta, es decir, que los ma´ximos calculados esta´n
atrasados comparados con los que obtiene CORSIKA.
Cabe resaltar en todo caso que el desvı´o de −20 gcm2 es pequen˜o frente a las grandes fluc-
tuaciones que hay cascada a cascada (ma´s de 200 gcm2 ) las cuales esta´n muy bien reproducidas
por el modelo. Esta desviacio´n puede ser explicada de la siguiente manera. En CONEX, al
simular las subcascadas que son generadas por las partı´culas que tienen energı´a menor que
la energı´a de corte, a estas se las extrae de la lista de secundarios para desviarlas al algoritmo
que efectu´a las aproximaciones de las expresiones analı´ticas. Esto implica que la funcio´n F
tal como la definimos no incluye todos los piones de intere´s sino que le faltan los piones
que tienen energı´a menor que la energı´a de corte. Al no tener en cuenta los piones de menor
energı´a se esta´n ignorando las subcascadas que ellos generan y son precisamente las que me-
nos profundidad alcanzan. Como consecuencia la subcascada EM generada por los piones
neutros de la lista de secundarios es a cualquier profundidad inferior a la obtenida por la
simulacio´n completa y esta´ desplazada hacia profundidades ma´s avanzadas ya que lo que le
falta son las subcascadas que menor profundidad alcanzan.
Se verifica esta suposicio´n del siguiente modo: para una simulacio´n en particular se im-
ponen de manera artificial diferentes energı´as de corte, es decir se eliminan los piones neutros
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con energı´a menor que ciertas energı´as preestablecidas. El efecto esperado es que la curva
correspondiente a la componente electromagne´tica se corra au´n ma´s hacia profundidades
ma´s avanzadas, que se vea au´n ma´s disminuı´da y que este efecto sea ma´s pronunciado para
energı´as de corte ma´s altas. En la figura 4.7 esta´n graficadas (para una simulacio´n en particu-
lar de las 1000 que fueron estudiadas en las gra´ficas anteriores) las curvas correspondientes
a la componente electromagne´tica generada por los piones presentes en la lista de secunda-
rios con energı´as de corte artificiales de 1016 eV, 1017 eV y 1018 eV y sin realizar un corte
artificial. Efectivamente se observa el efecto esperado.
Por u´ltimo vale la pena resaltar otro efecto que se puede observar en la figura 4.6 y es que
los puntos que peor se ajustan a la recta corresponden a cascadas cuyo ma´ximo se encuentra
a profundidades ma´s altas que unos 1000 gcm2 . Recordemos que estas simulaciones fueron
realizadas tomando cascadas verticales y como nivel de observacio´n la altura equivalente al
nivel del mar. A partir de esta altura, que para algunas partı´culas representa aproximadamente
la profundidad ma´xima, en las simulaciones no se crean ma´s partı´culas. Es de esperar que no
sean buenas las aproximaciones que realiza CORSIKA al ajustar perfiles longitudinales que
son truncados con la funcio´n de Gaisser-Hillas.
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(a) Histograma de los errores absolutos Xmax−binmax
(b) Histograma de los errores relatvos (Nmax− valmax)/Nmax
Figura 4.5: Histogramas de los errores al comparar las cascadas eletromagne´ticas de 1000 lluvias si-
muladas (escogiendo un corte de 1015 eV) con las cascadas eletromagne´ticas producidas por los piones
neutros de la misma.
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Figura 4.6: Diagrama de dispersio´n en el que cada punto corresponde a una de las 1000 simulaciones.
Figura 4.7: Para una simulacio´n en particular (con energı´a de corte 1015 eV) esta´n presentadas las
curvas correspondientes a la componente electromagne´tica generada por los piones presentes en la lista
de secundarios con energı´as de corte artificiales de 1016 eV, 1017 eV y 1018 eV y sin realizar un corte
artificial.

Capı´tulo 5
Conclusiones
El estudio de la componente electromagne´tica de lluvias atmosfe´ricas extendidas gene-
radas por rayos co´smicos de alta energı´a cumple un rol muy importante ya que conforma
un modo de acercamiento a otros enigmas au´n no resueltos. Antes de que existieran compu-
tadoras capaces de efectuar simulaciones como las que se pueden realizar hoy en dı´a con
CORSIKA y CONEX fueron desarrollados modelos analı´ticos para su descripcio´n.
En el presente trabajo se estudiaron los modelos de la teorı´a unidimensional en las apro-
ximaciones A y B, principalmente desarrollados por B. Rossi y K. Greisen. Con el paso del
tiempo se fueron mejorando las te´cnicas experimentales para la recoleccio´n de datos de me-
dicio´n por lo que se hizo indispensable una comprensio´n ma´s detallada del comportamiento
de las cascadas. Con este fin fueron desarrolladas las funciones de estructura lateral y angu-
lar. Se estudiaron las expresiones perfeccionadas por J. Nishimura y K. Kamata empleando
la aproximacio´n de Landau.
Con el propo´sito de comprender el comportamiento que pueden presentar lluvias at-
mosfe´ricas extendidas se estudiaron cascadas individuales simuladas con CORSIKA con
protones, electrones y fotones de 1019 eV de energı´a como partı´cula primaria. Se analiza-
ron las distribuciones de las partı´culas ma´s representadas al nivel del suelo. Para cascadas
hadro´nicas se observaron claras diferencias en las formas de las distribuciones cascada a
cascada mientras que las distribuciones generadas por electrones y fotones primarios refle-
jan notables similitudes. Estos efectos se los atribuye a que en cascadas hadro´nicas pueden
prevalecer fragmentos energe´ticos de la partı´cula primaria cerca del eje de la cascada e infun-
dir importantes cantidades de energı´a en etapas ma´s avanzadas del desarrollo de la misma
mientras que en cascadas electromagne´ticas las partı´culas interactu´an tan frecuentemente
que la energı´a se distribuye de una manera ma´s equitativa.
Se propuso reconstruir el perfil longitudinal de la componente electromagne´tica de cas-
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cadas simuladas superponiendo las subcascadas electromagne´ticas generadas por partı´culas
cuya distribucio´n viene descripta por una funcio´n F . Esta funcio´n describe el modo en el cual
el eje hadro´nico infunde energı´a a la componente electromagne´tica y fue igualada a la distri-
bucio´n de piones neutros presentes en el desarrollo de la cascada multiplicada por 2 (ya que
e´stos decaen a 2 fotones). Para recrear las subcascadas generadas por los piones se utilizo´ un
modelo de la teorı´a unidimensional para lluvias atmosfe´ricas extendidas. Este procedimiento
fue efectuado sobre un conjunto de mil simulaciones realizadas con el programa CONEX.
Como partı´cula primaria se escogio´ siempre un proto´n de 1020 eV de energı´a y una energı´a
de corte de 1015 eV. Se comprobo´ que la reconstruccio´n coincide muy bien con la compo-
nente electromagne´tica completa obtenida en la simulacio´n una vez teniendo en cuenta que
el programa desvı´a el conjunto de partı´culas que tiene energı´a menor que la energı´a de corte
preestablecida a un algoritmo que simula la evolucio´n de las partı´culas de baja energı´a.
Ape´ndice A
La transformada de Mellin
La transformada de Mellin [22] es, al igual que la transformada de Fourier, una transfor-
mada funcional. E´stas comprenden una herramienta poderosa a la hora de resolver ecuacio-
nes diferenciales o ecuaciones integrales con condiciones de contorno o iniciales. La dife-
rencia entre ambas es que el kernel de la primera es polinomial mientras que el de la segunda
involucra funciones trigonome´tricas. La popularidad de la transformada de Mellin se basa
en parte en que es apropiada para reducir ciertas ecuaciones diferenciales a expresiones al-
gebra´icas y ecuaciones integrales con kernel de cierto tipo a ecuaciones diferenciales.
Dada una funcio´n f (x) localmente integrable en (0,∞) (o sea, absolutamente integrable
en todos los subintervalos cerrados de (0,∞)) su transformada de Mellin esta´ definida como
M f (s) =
∫ ∞
0
xs f (x)dx (A.1)
donde s es una variable compleja. Si esta integral esta´ bien definida en una regio´n de la forma
R(s)≶R(s¯) para un cierto valor de s¯ entonces la transformada inversa viene dada por
f (x) =
1
2pii
∫
C
M f (s)
xs+1
ds (A.2)
donde el camino de integracio´n C es paralelo al eje imaginario y se encuentra en el dominio
de convergencia de (A.1).
Consideremos ahora un ejemplo concreto en el cual el kernel de la ecuacio´n integro-
diferencial es una fraccio´n y veamos que efectivamente el problema se reduce a uno ma´s
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sencillo. Sea el siguiente el problema a resolver:
∂ f (x, t)
∂ t
=
∫ ∞
0 K
(
x
y
)
f (y)
dy
y
f (x,0) = δ (x− x0)
Multiplicando la ecuacio´n y la condicio´n inicial por xs e integrando obtenemos
∂M f (s, t)
∂ t
=MK(s)M f (s, t)
M f (s,0) = xs0
ya que
∫ ∞
0
xs
∫ ∞
0
K
(
x
y
)
f (y)
dy
y
dx =
∫ ∞
0
ys f (y)
∫ ∞
0
(
x
y
)s
K
(
x
y
)
dx
y
dy
=
∫ ∞
0
as f (a)
∫ ∞
0
bsK(b)dbda
donde en el u´ltimo paso hicimos el cambio de variables a = y, b = x/y (o equivalentemente
x = ab, y = a) al cual corresponde el jacobiano J = D(x,y)D(a,b) =−a. La solucio´n de este u´ltimo
sistema es fa´cil de obtener:
M f (s, t) = eMK(s)txs0.
Finalmente obtenemos la solucio´n del problema inicial utilizando la transformada de Mellin
inversa:
f (x) =
1
2pii
∫
C
(x0
x
)s 1
x
eMK(s)tds.
Ape´ndice B
Me´todo del punto de ensilladura
Al utilizar la transformada de Mellin para encontrar soluciones es habitual obtener inte-
grales que se pueden escribir de la siguiente manera:
f (x) =
1
2pii
∫ δ+i∞
δ−i∞
eφ(s)ds.
Si esta integral no puede ser resuelta aplicando el teorema de los residuos es posible recurrir
al me´todo del punto de ensilladura para obtener un valor nume´rico de la misma [11].
Sea s¯ ∈ C tal que
φ ′(s¯) = 0, φ ′′(s¯)> 0.
Como en el presente trabajo se va a tratar de funciones φ diferenciables valen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann en forma compleja:
φ ′(s) =
∂φ
∂x
(s) =−i∂φ
∂y
(s)
donde s = x+ iy. De e´stas se concluye adema´s que
∂ 2φ
∂x2
=−∂
2φ
∂y2
.
Esto significa que como φ ′(s¯) = 0 y φ ′′(s¯) > 0 valdra´ que ∂φ∂x (s¯) =
∂φ
∂y (s¯) = 0 y
∂ 2φ
∂y2 (s¯) < 0
por lo que podemos deducir que en s¯ se presentara´ un mı´nimo en la direccio´n del eje real y
un ma´ximo en la direccio´n del eje imaginario. Es decir, s¯ es un punto de ensilladura.
Si ahora elegimos que el eje de integracio´n pase por s¯, la contribucio´n ma´s importante al
valor de la integral vendra´ de la porcio´n de este eje que se encuentra en un entorno de s¯. Por
lo tanto podemos calcular la integral aproximando a φ(s) por su serie de Taylor de orden 2
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alrededor de s¯:
φ(s) = φ(s¯)+
(s− s¯)2
2
φ ′′(s¯).
Haciendo el cambio de variables s− s¯ = iy obtenemos el resultado deseado:
f (x) =
1
2pii
eφ(s¯)
∫
C
e
(s−s¯)2
2 φ
′′(s¯)ds =
1
2pi
eφ(s¯)
∫ ∞
−∞
e−
y2
2 φ
′′(s¯)dy =
eφ(s¯)√
2pi
√
φ ′′(s¯)
.
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